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Kurzfassung 
 
 
Tragwerke aus Stahlbeton weisen infolge des Kriechens und Schwindens des Betons ein zeitveränder-
liches Materialverhalten auf. Die Folge sind Umlagerungen der im Querschnittsinneren wirkende Kräfte 
und im Zeitverlauf zunehmende Verformungen. Zur Beurteilung dieses Langzeitverhaltens sind geeignete 
Berechnungsmodelle erforderlich, die im Planungsstadium eine zuverlässige Prognose ermöglichen. 
Dabei spielen nicht nur reine Stahlbetonkonstruktionen eine Rolle, sondern im Zuge von Ertüchtigungs-
maßnahmen werden zur Erhöhung der Tragfähigkeit zunehmend auch textile Bewehrungen aus Carbon- 
und AR-Glasfasern eingesetzt. Durch die beanspruchungsgerecht aufzubringenden Bewehrungsstrukturen 
und einen speziellen Feinbeton können sehr geringe Betonschichtdicken realisiert werden. Es entsteht ein 
Verbundquerschnitt mit unterschiedlichen Betonrezepturen, gleichfalls unterschiedlichem Betonalter und 
mit mehreren verschiedenen Bewehrungskomponenten. Um Aussagen zum Langzeitverhalten derartiger 
Konstruktionen treffen zu können, ist eine ganzheitliche Betrachtung über alle diese im Verbund liegenden 
Komponenten mit ihren jeweiligen Materialeigenschaften erforderlich. 
 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind in einem ersten Schritt die Stoffgesetze für die beteiligten 
Materialien Beton, Stahl- und Textilfaserbewehrung zu formulieren. Im Mittelpunkt steht dabei das 
viskoelastische Verhalten des Betons, für dessen baumechanische Beschreibung ein geeignetes rheologi-
sches Modell in Form einer Feder-Dämpfer-Kombination dargestellt und die zugehörige σ-ε-t-Beziehung 
hergeleitet wird. Ferner wird aufgezeigt, wie die erforderlichen Materialparameter mit Hilfe üblicher 
Berechnungsansätze für Kriechen und Schwinden (z.B. nach EUROCODE 2) kalibriert werden können. Die 
betrachteten Textilfasern werden zunächst mit linear-elastischem Verhalten in Rechnung gestellt. Auf 
alternative Ansätze, die auch hier viskoelastische Eigenschaften berücksichtigen, wird hingewiesen, und 
das Berechnungsmodell ist dahingehend erweiterbar gestaltet. 
 
In einem zweiten Schritt werden die Materialmodelle der Einzelkomponenten nach den mechanischen 
Grundprinzipien von Gleichgewicht und Verträglichkeit und unter der BERNOULLIschen Annahme eines 
eben bleibenden Querschnittes miteinander in Beziehung gesetzt. Hierfür ist eine inkrementelle Vorge-
hensweise erforderlich, die mit dem Zeitpunkt der ersten Lastaufbringung beginnt und schrittweise den 
darauffolgenden Zustand berechnet. Im Ergebnis entsteht ein Algorithmus, der die am Querschnitt stattfin-
denden Veränderungen im Spannungs- und Dehnungsverhalten unter Einbeziehung der Stahlbewehrung 
sowie einer ggf. vorhandenen Textilbetonschicht wirklichkeitsnah erfaßt. Für statisch bestimmte Systeme 
mit bekanntem Schnittkraftverlauf wird gezeigt, wie sich so zu jeder Zeit an jeder Stelle der vorliegende 
Dehnungszustand und aus diesem über die Krümmung die Durchbiegung berechnen läßt. 
 
Der dritte und für viele praktische Anwendungen wichtigste Schritt besteht darin, die am Querschnitt 
hergeleiteten Beziehungen in ein finites Balkenelement zu überführen und dieses in ein FE-Programm     
zu implementieren. Auch das gelingt auf inkrementellem Wege, wobei für jedes Zeitinkrement die 
Spannungs- und Verformungszuwächse aller Elemente mit Hilfe des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens über 
die Iteration des Gleichgewichtszustandes am gesamten System bestimmt werden. Hierzu werden einige 
Beispiele vorgestellt, und es werden die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens mit den sich 
daraus ergebenden Folgen für das jeweilige Tragwerk erläutert. Ferner wird gezeigt, wie textilbewehrte 
Verstärkungsmaßnahmen gezielt eingesetzt werden können, um das Trag- und Verformungsverhalten 
bestehender Bauwerke unter Beachtung des zeitveränderlichen Materialverhaltens kontrolliert und 
bedarfsgerecht zu beeinflussen. 
 
 
 
Summary 
 
 
Structures of reinforced concrete show a time-varying material behaviour due to creeping and shrinking 
of the concrete. This results in the rearrangement of the stresses in the cross-section and time-depending 
increase of the deformations. Qualified calculation models enabling a reliable prediction during the 
design process are necessary for the assessment of the long-term behavior. Not only pure reinforced 
concrete structures play an important role, but within retrofitting actions textile reinforcements of carbon 
and AR-glass fibres are applied in order to enhance the load-bearing capacity. A small concrete-layer-
thickness can be achieved by the load-compatible application of reinforced textile configurations and the 
usage of a special certain fine-grained concrete. It leads to a composite section of different concrete 
recipes, different concrete ages and also several components of reinforcement. To give statements for the 
long-term behaviour of such constructions, a holistic examination considering all this influencing 
modules with their particular material properties is necessary. 
 
Within this dissertation in a first step the material laws of the participated components, as concrete, steel 
and textile reinforcement, are defined. The focus is layed on the visco-elastic behaviour of the concrete. 
For its mechanical specification a reliable rheological model in terms of a spring-dashpot-combination      
is developed and the appropriate σ-ε-t-relation is derived. Furthermore the calibration of the required 
material parameters considering creep and shrinkage by means of common calculation approaches        
(e.g. EUROCODE 2) is demonstrated. For the textile fibres a linear-elastic behaviour is assumed within     
the calculation model. It is also refered to alternative approaches considering a visco-elastic characteristic 
and the calculation model is configured extendable to that effect. 
 
In a second step the material models of the single components are correlated taking into account the 
mechanical basic principles of equilibrium and compatibility as well as the BERNOULLIan theorem of the 
plane cross-section. Therefore an incremental calculation procedure is required, which starts at the 
moment of the first load-application and calculates the subsequent configuration step by step. In the result 
an algorithm is derived, that realistically captures the occuring changings of stress and strain in the     
cross-section by considering the steel reinforcement as well as a possibly existing layer of textile 
concrete. For statically determined systems with known section force status it is demonstrated how to 
calculate the existing condition of strain and following the deflection via the curvaturve at every time and 
at each position. 
 
The third step - for many practical applications the most important one - is the transformation of the 
derived relations at the cross-section into a finite beam-element and the implementation of this in a        
FE-routine. This also takes place in an incremental way, whereat for each time-increment the increase      
of stress and strain for all elements is identified by using the NEWTON-RAPHSON-method within the 
iteration process for the equilibrium condition of the whole system. Meaningful numerical examples are 
presented and the effects of creep and shrinkage are explained by depicting the consequences for the 
particular bearing structure. Moreover it is shown how the purposeful use of textile reinforcement 
strengthening methodes can influence and enhance the load-bearing and deflection characteristics of 
existing building constructions by considering the time-varying material behaviour. 
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 1
 
1 Einführung, Vorbetrachtungen 
 
 
1.1 Einleitung 
 
 
Alle in der Natur vorkommenden Objekte und Prozesse unterliegen im Laufe ihres Lebens, bedingt durch 
innere und äußere Einflüsse, ständigen Veränderungen. Diese wichtige Erkenntnis, die schon von dem 
griechischen Philosophen HERAKLIT (5. Jh. v. Chr.) mit den Worten „panta rhei“ - „alles fließt“ dokumen-
tiert wurde, gilt in gleichem Maße auch für den Lebenszyklus von Bauwerken und dabei insbesondere     
für solche aus Beton. Hier führen sowohl die innere Zusammensetzung aus einem haufwerksporigem 
Korngefüge als auch äußere Umwelteinflüsse dazu, daß sich dessen Materialverhalten im Laufe der Zeit 
unter den einwirkenden Belastungen verändert und somit mechanische Eigenschaften wie Festigkeit und 
Elastizität nicht mehr als konstante Größen angenommen werden können. Diese Erkenntnisse sind nicht 
neu, und seit dem vermehrten Einsatz des Stahlbetons ab dem Ende des 19. Jahrhunderts haben sich zahl-
reiche Untersuchungen mit der Thematik des Betonkriechens beschäftigt (siehe Kapitel 2.1.2). 
 
Genaue Kenntnisse und Prognosemodelle zur Vorhersage des Langzeitverhaltens von Tragwerken aus 
Beton gewinnen vor allem dann an Bedeutung, wenn es um die Beurteilung von Bestandsbauwerken und 
um Maßnahmen zu deren Verstärkung geht. Betrachtet man die gegenwärtigen Entwicklungen in der 
Bauwirtschaft, so nimmt das Bauen im Bestand einen immer größer werdenden Anteil ein. Im Hochbau 
kommt es bspw. durch die Umnutzung vorhandener Gebäude zu einer Erhöhung der Nutzlasten, im 
Brückenbau steigen infolge wachsenden Verkehrsaufkommens die Belastungen ebenfalls tendenziell an. 
Gleichzeitig weisen derartige Bauwerke, bedingt durch die über mehrere Jahrzehnte eingewirkten Bean-
spruchungen, ein Trag- und Verformungsverhalten auf, welches sich seit dem Zeitpunkt ihrer Errichtung 
mehr oder weniger stark verändert hat. In der Folge können dann die vorhandenen Belastungen unter 
Einhaltung der vorgeschriebenen Sicherheiten nicht mehr aufgenommen werden, und es wird eine 
Erhöhung der Tragfähigkeit erforderlich. Als aktuelles Beispiel sei auf den „Bericht über die Qualität, 
Dauerhaftigkeit und Sicherheit von Spannbetonbrücken“ [BMVBS, 2006] verwiesen, der davon ausgeht, 
daß von den ca. 37.000 Brücken des Bundesfernstraßennetzes nur etwa 18 % mit den Zustandsnoten    
„sehr gut“ bis „gut“ einzustufen sind, während etwa zwei Drittel mit „befriedigend“ bis „noch ausreichend“ 
und etwa 15 % mit „kritisch“ bis „ungenügend“ bewertet werden. Dabei handelt es sich überwiegend um 
weit spannende Fluß- und Talbrücken, die in den 1960-er bis 1970-er Jahren gebaut wurden. Dieser 
Bericht dokumentiert deutlich, wie sich das Tragverhalten von Bauwerken aus Beton im Laufe der Zeit 
verändert und zeigt den enormen Sanierungsbedarf auf. 
 
Zur Verstärkung von Konstruktionen aus Stahl- und Spannbeton gibt es vielfältige Möglichkeiten, siehe 
z.B. [HANKERS, 2000]. Neben dem Aufbringen von stahlfaserbewehrtem Spritzbeton etabliert sich dabei 
zunehmend der Einsatz von leistungsfähigen textilen Bewehrungen, die vorzugsweise aus alkaliresi-
stenten Glasfasern (AR-Glasfasern) oder Carbonfasern bestehen. Diese können zu Gelegestrukturen in 
zwei- oder dreidimensionalen Formen verarbeitet und so beanspruchungsgerecht verlegt werden. Durch 
die Korrosionsbeständigkeit der mineralischen Fasern müssen diese nicht durch das alkalische Milieu     
des umgebenden Betons geschützt werden, sondern es ist nur die zur Sicherstellung des Faser-Beton-
Verbundes notwendige Betondeckung erforderlich. Damit können sehr geringe Bauteildicken realisiert 
werden, was speziell bei Sanierungsmaßnahmen hinsichtlich der geometrischen Abmessungen und des 
zusätzlichen Gewichts einer solchen Verstärkungsschicht von großem Vorteil ist. 
 
Die positive Wirkung von Fasern und deren Einsatz im Bereich des Bauwesens ist dabei seit altersher 
bekannt. Bereits die Baumeister im antiken Rom benutzten Stroh, Tierhaare und andere faserige Materia-
lien, um damit die Festigkeitseigenschaften von opus caementitium, dem Baustoff der damaligen Zeit, 
gezielt zu verbessern [LAMPRECHT, 1996]. Sie erfanden damit nichts anderes, als einen frühen Vorläufer 
unseres modernen Stahlbetons und Faserbetons. Zahlreiche erhalten gebliebene Bauwerke zeugen noch 
heute von der hohen bautechnischen Qualität und Dauerhaftigkeit dieser Konstruktionen. Auch im 
Mittelalter wußte man um die verstärkende Wirkung von Weidenruten und Stroh und nutzte diese bei der 
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lehmbasierten Ausfachung von Fachwerkhäusern. Die wichtigste Erfindung in der historischen Entwick-
lung des Betons und auf der Suche nach Möglichkeiten zur Erhöhung von dessen Zugkrafttragfähigkeit 
gelang dem französischen Gärtner JOSEPH MONIER, der als erster Drahtgitter aus Eisen benutzte, um 
damit seine aus Beton bestehenden Blumenkübel zu armieren und haltbarer zu machen. Inspiriert wurde 
er dabei von seinen Pflanzen, die mit einem Geflecht aus zähen Fasern ihren Stengeln Halt gegen Brechen 
und Knicken gaben. Im Jahre 1867 meldete er seine Erfindung zum Patent an und legte damit den Grund-
stein für den bis heute außerordentlich erfolgreichen Verbundbaustoff Stahlbeton [STRAUB, 1996]. 
 
Mit dem zunehmenden Einsatz des Stahlbetons und den immer größer und komplexer werdenden Kon-
struktionen stiegen auch die Anforderungen an die Berechnungs- und Bemessungsverfahren. Dies gilt 
sowohl für die Bemessung im Grenzzustand der Tragfähigkeit, d.h. die Dimensionierung des Querschnitts 
und der Bewehrung als auch für die Vorhersage des Trag- und Verformungsverhaltens unter Gebrauchs-
lasten über die gesamte zu erwartende Lebensdauer des Tragwerks. Letztgenannte Aspekte spielen neben 
Neubau-Konstruktionen vor allem für die eingangs zitierten Bestandsbauwerke eine immer größere Rolle 
und sollen Gegenstand der vorliegenden Arbeit sein. 
 
 
 
 
1.2 Zielsetzung der Arbeit 
 
 
Die vorgelegte Arbeit steht in engem Zusammenhang mit den Forschungen des Sonderforschungsberei-
ches 528 „Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstärkung und Instandsetzung“ an der Technischen 
Universität Dresden, welcher sich u.a. im Rahmen des Teilprojektes A3 mit der Entwicklung konstitutiver 
Gesetze zur mechanischen Beschreibung des Verhaltens des Verbundwerkstoffes Textilbeton beschäftigt. 
Neben der Thematik des Verbundverhaltens zwischen textilen Faserbewehrungen und der umgebenden 
Betonmatrix, die einen wesentlichen Schwerpunkt in diesem Forschungsbereich bildet, ist im weiteren 
auch das Verhalten textilbewehrter Bauteile in Kombination mit bestehenden Stahlbetonkonstruktionen 
unter dem Aspekt einer über lange Zeit einwirkenden Dauerbeanspruchung zu betrachten. 
 
Das erste Ziel dieser Arbeit besteht folglich darin, aus der Kenntnis des Materialverhaltens der beteiligten 
Einzelkomponenten Beton, Stahl- und Faserbewehrung einen mechanischen Modellansatz zu entwickeln, 
der über einen entsprechenden Betrachtungszeitraum mit bekannter Belastungsgeschichte Aussagen      
zum Trag- und Verformungsverhalten des Verbundsystems liefert. Dabei sind zunächst die Einzelwerk-
stoffe sorgfältig zu analysieren, und es sind zeitabhängige Stoffgesetze in Form von σ-ε-t-Beziehungen 
zu formulieren. Der Schwerpunkt liegt dabei erwartungsgemäß auf dem Beton, dessen bereits unter 
Kurzzeitbeanspruchung nichtlineares Materialverhalten zusätzlich mit den zeitlichen Auswirkungen des 
Kriechens und Schwindens zu kombinieren ist. Als Ansatz wird hier ein rheologisches Materialmodell in 
Form einer Feder-Dämpfer-Kombination gewählt, in welchem separat die Anteile der Kurzzeitbelastung 
getrennt für Druck- und Zugbereich, die Anteile des Betonfließens und der verzögert elastischen 
Verformung sowie der spannungsunabhängige Anteil der Schwindverformung berücksichtigt werden 
können. Die Feder- und Dämpferparameter für die zeitabhängigen Anteile können entweder über die 
gängigen Kriechansätze in den einschlägigen Betonnormen oder aus den Ergebnissen von Kriechver-
suchen kalibriert werden. Das so entstandene viskoelastische Materialmodell ist so konzipiert, daß es 
jederzeit um weitere Elemente erweitert werden kann. Die mathematische Auflösung gelingt aufgrund der 
Nichtlinearität sowie der mehrfach miteinander gekoppelten elastischen und viskosen Anteile nicht mehr 
in geschlossener Form, sondern führt zu einem Anfangswertproblem, welches ausgehend von einem 
bekannten Dehnungs- und Spannungszustand zu einem beliebigen Zeitpunkt t über die Linearisierung 
eines hinreichend kleinen Zeitintervalls die Berechnung des Zustandes zum darauffolgenden Zeitpunkt 
gestattet. Über diese Vorgehensweise ergibt sich für den Beton ein zeitlich inkrementelles Stoffgesetz. 
Stahl- und Faserbewehrung werden im Rahmen dieser Arbeit mit einem linear elastischen und zeitun-
abhängigem Ansatz in Rechnung gestellt. Weiterführende Möglichkeiten, auch hier ein zeitabhängiges 
Verhalten zu berücksichtigen, sind natürlich möglich und werden mit aufgezeigt. 
 
 3
 
Als Ausgangspunkt der Untersuchungen soll der auf einachsige Biegung und Normalkraft beanspruchte 
Querschnitt dienen. An diesem werden die Einzelkomponenten mit ihren jeweiligen Stoffgesetzen über 
die mechanischen Grundprinzipien von Gleichgewicht und Verträglichkeit miteinander verknüpft, was zu 
einem nichtlinearen Gleichungssystem für den jeweils betrachteten Zeitpunkt führt. Die Lösung gelingt 
auf numerischem Wege und liefert im Ergebnis den kompletten über die Querschnittshöhe anliegenden 
Dehnungs- und Spannungszustand für Beton, Stahl- und Faserbewehrung. Wegen des verwendeten inkre-
mentellen Stoffgesetzes des Betons ist auch hier nur eine inkrementelle Vorgehensweise möglich, die mit 
dem Zeitpunkt der Erstbelastung beginnt und anschließend in hinreichend kleinen Zeitintervallen den 
gesamten Berechnungszeitraum durchläuft. Werden Verstärkungsmaßnahmen mit Textilbeton nachträg-
lich durchgeführt, so ist zu beachten, daß der Basisquerschnitt bei Aufbringen der Verstärkungsschicht 
einen eingeprägten Spannungs- und Verformungszustand mitbringt. Das führt zu einer Dehnungsdifferenz 
zur Verstärkungsschicht, die entsprechend im Lösungsansatz zu berücksichtigen ist. 
 
Nach erfolgreicher Modellierung und mechanischer Beschreibung des Langzeitverhaltens am Verbund-
querschnitt einschließlich der Umsetzung über einen geeigneten numerischen Berechnungsalgorithmus 
besteht das zweite Ziel dieser Arbeit darin, die am Querschnitt hergeleiteten Beziehungen zur Berechnung 
von ebenen Balkentragwerken anzuwenden. Dies kann bei statisch bestimmten Systemen mit bekanntem 
Schnittkraftzustand schrittweise über die Stablänge erfolgen, für statisch unbestimmte Systeme ist der 
entwickelte Berechnungsalgorithmus dann in ein ebenes Balkenelement zu überführen und in ein Finite-
Elemente-Programm zu implementieren. Das bedeutet zum einen, daß die FE-Berechnung in einen zeitlich 
inkrementellen Lösungsprozeß zu integrieren ist und zum anderen, daß aus der Kenntnis des zeitver-
änderlichen Dehnungs- und Spannungszustandes an einem jeden Element die daraus resultierenden und 
ebenso zeitveränderlichen Elementsteifigkeiten abzuleiten sind. Im Ergebnis wird es damit möglich sein, 
für die betrachteten ebenen Stahlbetontragwerke und solche mit einer zusätzlichen Textilbetonschicht die 
Auswirkungen des zeitlich veränderlichen Materialverhaltens berechnen zu können. 
 
Das anwendungsorientierte Ziel des in dieser Arbeit vorgestellten Berechnungsmodells ist es also, zum 
einen bereits im Planungsstadium Prognosen zum künftigen Trag- und Verformungsverhalten von Stahl- 
und Textilbetonbauwerken aufzustellen und zum anderen den aktuellen Zustand bestehender Bauwerke, 
insbesondere hinsichtlich der vorhandenen Sicherheiten gegenüber definierten Versagenskriterien infolge 
langjähriger Beanspruchung unter Gebrauchslasten, beurteilen zu können, siehe Bild 1.1. 
 
 
Bild 1.1  Zeitliche Entwicklung der Verformungen und der Stahlspannungen für ein Stahlbetontragwerk 
               mit Darstellung der Sicherheitsreserven in der Bewehrung bezüglich der Fließgrenze βs 
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1.3 Zum Stand von Forschung und Technik 
 
 
Die Qualität rechnerischer Untersuchungen zum Trag- und Verformungsverhalten im Gebrauchszustand 
von Stahl- und Textilbetonkonstruktionen unter Langzeitbeanspruchung hängt in hohem Maße von der 
wirklichkeitsnahen Berücksichtigung des Materialverhaltens der Einzelkomponenten und dabei insbe-
sondere von den zeitabhängigen Eigenschaften des Betons ab. Weiterhin spielt das Verbundverhalten 
zwischen Beton, Stahl- und Faserbewehrung eine wichtige Rolle. Die Erfassung all dieser Aspekte führt 
zu komplexen und nichtlinearen mathematischen Formulierungen, so daß auch die zur Verfügung stehen-
den rechentechnischen Werkzeuge entscheidenden Einfluß auf die Möglichkeiten der ingenieurmäßigen 
Anwendung und Auswertung haben. Die für diese Arbeit relevanten bisherigen Erkenntnisse und gegen-
wärtigen Entwicklungen auf den genannten Gebieten sollen im folgenden kurz dargelegt werden. 
 
►  Zu den zeitabhängigen Eigenschaften des Betons 
 
Für das rheologische Phänomen des Betonkriechens unter einwirkender Dauerbeanspruchung gibt es trotz 
intensiver Forschungen noch immer keine allgemeingültigen Formulierungen, die das Materialverhalten 
über das gesamte Beanspruchungsspektrum bis hin zur Bruchlast exakt erfassen können. Während die 
Spannungs-Dehnungs-Kennlinie des Betons unter Kurzzeitbeanspruchung einen nichtlinearen Verlauf 
aufweist, der je nach Festigkeitsklasse sehr genau quantifiziert werden kann, basieren die Stoffgesetze für 
das zeitabhängige Verhalten meist auf den Grundsätzen der linearen Viskoelastizität. Die Überlagerung 
dieser beiden Ansätze hat daher nur in einem begrenzten Bereich ihre Gültigkeit, in welchem das Kurz-
zeitverhalten nur wenig von der Linearität abweicht. Dies ist bis zu einem Beanspruchungsniveau von 
ewa 40...50 % der Betondruckfestigkeit der Fall [ZILCH/FRITSCHE, 1999]. Somit ist ein linearer Kriech-
ansatz für Berechnungen unter Gebrauchslasten gerechtfertigt und kann gleichermaßen unter Druck- wie 
auch unter Zugspannungen angenommen werden [KORDINA, 1992]. Erst bei höheren Beanspruchungen 
wachsen die Kriechverformungen deutlich überproportional an, so daß dann nur nichtlineare Ansätze zu 
brauchbaren Ergebnissen führen. 
 
Für praktische Anwendungen erfolgt die Berücksichtigung des Kriechens i.d.R. über eine Kriechzahl ϕ 
bzw. eine Kriechfunktion ϕ(t), die das Verhältnis von Kriechverformung zur elastischen Verformung 
infolge Kurzzeitbeanspruchung angibt und von den Einflußparametern aus der Zusammensetzung des 
Betons, den umgebenden Umweltbedingungen und der Belastungsgeschichte abhängig ist. Die zugrunde 
liegenden Berechnungsverfahren basieren entweder auf einem linearen Summations- oder einem linearen 
Produktansatz. Letztgenannter erlaubt eine detailliertere Betrachtung speziell im jungen Betonalter und 
wird auch in den aktuellen Betonbaunormen [DIN 1045] bzw. [EUROCODE 2] verwendet. 
 
Das zweite zeitabhängige Phänomen im Materialverhalten des Betons ist das Schwinden, welches infolge 
allmählicher Austrocknung zu einer Volumenverkleinerung des Betongefüges führt. Die Folge sind im 
Zeitverlauf zunehmende Schwinddehnungen, die von den Materialeigenschaften des Betons, den umge-
benden Umweltbedingungen und von den Bauteilabmessungen abhängig sind. Die Belastung hingegen 
spielt dabei keine Rolle. Damit erfolgt die rechnerische Erfassung der Schwinddehnungen ausschließlich 
über eine Zeitfunktion. Die o.g. Betonbaunormen verwenden hierfür einen Summationsansatz, der die 
Anteile aus Trocknungsschwinden und aus autogener Schwinddehnung separat erfaßt, da diese im jungen 
bzw. im fortgeschrittenen Betonalter unterschiedlich stark ausgeprägt sind. 
 
Um das zeitabhängige Betonverhalten über konstitutive Gleichungen in Form von σ-ε-t-Beziehungen 
formulieren zu können, bedient man sich i.d.R. rheologischer Modelle, die aus den idealisierten Grund-
elementen Feder und Dämpfer zusammengesetzt sind. Der Vorteil solcher Modelle besteht darin, daß man 
über die Gesetzmäßigkeiten der Einzelelemente zu einer mathematischen Formulierung des Gesamt-
modells gelangt. Derartige Ansätze zur Beschreibung des Betonkriechens sind seit den Forschungen der 
jüngeren Vergangenheit an vielen Stellen wiedergegeben, siehe z.B. [TROST, 1966] und [KRINGS, 1976], 
wurden im Laufe der Zeit auch um nichtlineare Methoden erweitert, vgl. [SHEN, 1992] und bilden nach 
wie vor die Grundlage zur Entwicklung viskoelastischer Stoffgesetze. 
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►  Zum Materialverhalten von Bauteilen aus Textilbeton 
 
Ursprünglich stammt die Idee, Fasermaterialien als Bewehrung in Betonbauteilen zu verwenden, von den 
äußerst leistungsfähigen Faserverbundwerkstoffen, die schon seit langer Zeit in vielfältigen Bereichen des 
Maschinenbaus, der Automobil-, Luft- und Raumfahrttechnik erfolgreich eingesetzt werden. Derartige 
Verbundwerkstoffe (engl. „Composites“) bestehen aus einem Grundwerkstoff, der sog. Matrix, und den 
darin eingebetteten Fasern. Gängige Matrixmaterialien sind z.B. Polyester, Epoxidharze oder Keramik, 
als Fasern kommen z.B. Bor, Stahl, Carbon, Aramid oder Glas zur Anwendung. Ein großer Vorteil von 
Faserverbundwerkstoffen sind deren sowohl im Druck- als auch im Zugbereich hohen Festigkeiten und 
eine ausgeprägte Duktilität im Versagensfall. Zahlreiche Arbeiten beschäftigen sich mit den mechani-
schen Eigenschaften des Materialverhaltens, siehe bspw. [MÁLMEISTER et al, 1977], [HASHIN, 1980], 
[ABOUDI, 1991], [BOGDANOVICH/PASTORE, 1996], [HERAKOVICH, 1998] und setzen sich mit möglichen 
mathematischen Formulierungen des Faserverbundes auseinander. 
 
Ein erstes Anwendungsgebiet von Faserbewehrungen im Bauwesen war der heute nicht mehr eingesetzte 
Asbestbeton ab der Mitte des vorigen Jahrhunderts. Später kamen Stahl- und zunehmend auch Glasfasern 
in Form einer mehr oder weniger ungeordneten Kurzfaserbewehrung zum Einsatz, die hauptsächlich der 
Verbesserung des Schwindrißverhaltens im oberflächennahen Bereich dienten [WÖRNER/DEUSSER, 1998]. 
Mit dem mechanischen Verhalten von Glasfasern in zementgebundenen Verbundwerkstoffen beschäftigen 
sich u.a. die Arbeiten von [BAUER, 1979], [BENTUR/MINDESS, 1990] und [HILSDORF/REINHARDT, 1998]. 
 
Wenn man heute von textilbewehrtem Beton spricht, dann ist damit ein Verbundwerkstoff, bestehend aus 
einer sehr feinkörnigen Betonmatrix mit einer Bewehrung aus leistungsfähigen textilen Fasern, gemeint, 
die in Form von Endlosfilamenten oder Filamentbündeln, den sogenannten Rovings, gezielt entlang der 
abzutragenden Kräfte (Biegezug, Querkraft) eingelegt werden. Die Bewehrungsmenge und die Ausrich-
tung der Fasern können dabei über entsprechende Gelegestrukturen beanspruchungsgerecht gesteuert 
werden. Dieser Textilbeton ist noch ein relativ neuer Baustoff, dessen Materialverhalten derzeit umfang-
reich erforscht wird. In Deutschland beschäftigen sich gegenwärtig zwei Sonderforschungsbereiche an 
der Technischen Universität Dresden und an der Rheinisch-Westfälischen Technischen Hochschule 
Aachen mit der Thematik textiler Bewehrungen im Bauwesen. Zwei wesentliche Schwerpunkte sind 
dabei die Untersuchung des Materialverhaltens der Einzelkomponenten Feinbeton und Fasern sowie die 
Verbundproblematik zwischen diesen beiden. Einen einführenden Überblick über den Kenntnisstand zu 
Beginn der Forschungen am Ende der 1990-er Jahre gibt [CURBACH et al, 1998]. 
 
Inzwischen gibt es eine Vielzahl an Publikationen zu den werkstofftechnischen Grundlagen, zu experi-
mentellen Untersuchungen und daraus gewonnenen Erkenntnissen, zur mechanischen Modellbildung, zu 
den Herstellungsverfahren sowie zu möglichen Anwendungsszenarien, an denen Wissenschaftler aus den 
beiden o.g. Forschungsbereichen federführend beteiligt waren. Eine kleine Auswahl dieser Arbeiten ist 
nachfolgend mit aufgeführt. 
 
Wie bei jedem Verbundwerkstoff läßt sich auch für Textilbeton das Materialverhalten nicht allein aus den 
Arbeitslinien der Einzelkomponenten herleiten, sondern es wird außerdem von den Eigenschaften in der 
Grenzfläche der beiden Materialien bestimmt, wie die experimentellen Untersuchungen von [CURBACH/ 
ORTLEPP, 2003], [JESSE, 2004] und [MOLTER, 2005] belegen. Aus den Erkenntnissen zahlreicher 
Versuche läßt sich das Materialverhalten mathematisch beschreiben und mit geeigneten mechanischen 
Modellen wiedergeben, siehe [ZASTRAU et al, 2003, 2006], [RICHTER, 2005], [LEPENIES, 2007] und 
[MÖLLER et al, 2004]. Diese konstitutiven Beziehungen auf Basis des mikrostrukturellen Material-
verhaltens bilden wiederum die Grundlage zur Entwicklung von Elementformulierungen zur Berechnung 
von Stabtragwerken sowie ebenen und gekrümmten Flächentragwerken. Aus letztgenanntem Anwen-
dungsgebiet seien hier die Arbeiten von [SCHLEBUSCH, 2005] und [MATHEAS, 2006] genannt. 
 
Die bisherigen Forschungen zur Thematik des textilbewehrten Betons konzentrieren sich vorrangig auf 
den Grenzzustand der Tragfähigkeit. Die entwickelten Berechnungsverfahren und die zugrunde liegenden 
mechanischen Modelle beinhalten meist konstante Materialparameter, die ausschließlich das Kurzzeit-
verhalten der beteiligten Komponenten wiedergeben. Erste Untersuchungen zum Langzeitverhalten von 
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Textilbetonbauteilen hinsichtlich der Tragfähigkeits- und Verformungseigenschaften unter Dauerbean-
spruchung finden sich in [SCHORN et al, 2004]. Für eine numerische Langzeitprognose werden häufig 
Fuzzy-Zufallsfunktionen verwendet, die mit streuenden und zeitlich veränderlichen Materialparametern 
das Tragverhalten analysieren und schwerpunktmäßig zur Beurteilung der zeitabhängigen Sicherheitsre-
serven eingesetzt werden, vgl. [SICKERT, 2005]. Dabei hat die zur Verfügung stehende Datenbasis einen 
wesentlichen Einfluß auf die Qualität der Ergebnisse solcher Prognosen [GRAF et al, 2006]. 
 
Im Bereich üblicher Gebrauchslasten kann für Langzeitbetrachtungen i.d.R. mit den zeitveränderlichen 
Materialeigenschaften der Einzelkomponenten, d.h. Beton und Fasern, gearbeitet und ein vollständiger 
Verbund zwischen beiden angenommen werden. Erst bei höheren Belastungsniveaus wird eine diffe-
renziertere Betrachtung der Verbundeigenschaften, wie Ablöseerscheinungen zwischen Faserbewehrung 
und umgebender Matrix, damit verbundene Relativverschiebungen zwischen beiden oder das Reißen 
einzelner Fasern oder Faserbündel erforderlich. 
 
►  Zu den Möglichkeiten der rechentechnischen Umsetzung 
 
In vielen Bereichen des klassischen Stahlbetonbaus sind die Auswirkungen des Kriechens und Schwin-
dens bei der Bemessung von eher untergeordneter Bedeutung, und sie werden oftmals nur für Verfor-
mungsbetrachtungen bei weit spannenden Konstruktionen berücksichtigt. Die Berechnung erfolgt dabei 
meist am idealisierten homogenen Betonquerschnitt, dessen E-Modul über die Kriechzahl Φ abgemindert 
wird und unter Vernachlässigung der Stahlbewehrung. Diese Vorgehensweise liefert einen Endwert der 
maximalen Durchbiegungen und ist für praktische Anwendungen meist ausreichend. 
 
Bei Spannbetonbauwerken spielt das zeitabhängige Materialverhalten des Betons eine weitaus größere 
Rolle, da hier der durch Kriechen und Schwinden verursachte Spannkraftabfall unmittelbaren Einfluß auf 
die Tragsicherheit nimmt. Die Berechnungsverfahren hierfür haben sich im Laufe der Zeit nur wenig 
verändert, für einen Überblick sei auf [RÜSCH et al, 1973 u. 1993] und [MÜLLER, 1991] verwiesen. 
 
Mit den o.a. Berechnungsmethoden lassen sich Verformungen und Tragverhalten von Stahl- und Spann-
betonkonstruktionen nach abgeklungenem Kriech- und Schwindprozeß abschätzen. Aussagen zum 
zeitlichen Verlauf sind damit nur bedingt oder gar nicht möglich, ebensowenig wie die Erfassung der im 
Querschnitt stattfindenden Umlagerungen der inneren Kräfte. Genau diese Aspekte gewinnen jedoch bei 
nachträglichen Verstärkungsmaßnahmen von Tragwerken deutlich an Bedeutung, da dann das Verbund-
system um weitere Komponenten (Feinbeton und textile Bewehrung) erweitert wird und unterschiedliche 
Betonalter von Basisquerschnitt und Verstärkungsschicht auch zu ebenso unterschiedlichen Kriech- und 
Schwindverformungen führen. Um hier brauchbare Ergebnisse zu erzielen, werden zum einen konstitu-
tive Beziehungen für den Beton benötigt, die dessen Materialverhalten zu jedem beliebigen Zeitpunkt 
angeben können, und zum anderen müssen alle im Verbund liegenden Querschnittskomponenten über 
einen gemeinsamen Ansatz erfaßt werden, der die mechanischen Forderungen von Gleichgewicht und 
Verträglichkeit erfüllt. Auf diese Weise läßt sich der im Querschnitt eines Stahl- und/oder Textilbeton-
bauteils vorhandene Spannungs-Dehnungs-Zustand auf baumechanischer Grundlage entwickeln und 
mathematisch formulieren. Die Lösung ist dabei nur mit hohem numerischen Aufwand möglich. Erst mit 
den modernen und leistungsfähigen Anlagen der heutigen Rechentechnik können derartige Berechnungs-
methoden mit moderaten Rechenzeiten realisiert werden. 
 
Mit der Entwicklung eines geschlossenen Berechnungsalgorithmus’ zur Prognose des zeitabhängigen 
Trag- und Verformungsverhaltens am Querschnitt ist auch der Grundstein für die weiteren Anwendungen 
im Rahmen von Finite-Elemente-Programmen gelegt, die unterschiedlichste Arten von geometrischen 
und physikalischen Nichtlinearitäten berücksichtigen können. Voraussetzung ist die Überführung der am 
Querschnitt hergeleiteten Beziehungen in eine Elementformulierung, was im Rahmen dieser Arbeit am 
Beispiel des ebenen, auf Biegung und Normalkraft beanspruchten Balkenelements gezeigt wird. Nach 
Implementation in ein entsprechendes FE-System steht damit ein Simulationswerkzeug zur Verfügung, 
mit dem auf Basis der bisherigen Erkenntnisse des noch neuartigen Baustoffs Textilbeton erste 
rechnerische Prognosen zu dessen Tragverhalten unter Dauerbeanspruchung im Verbund mit bestehenden 
Stahlbetonkonstruktionen aufgestellt werden können. 
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2 Stoffgesetze der Einzelkomponenten 
 
 
2.1 Beton 
 
 
Die Beschreibung des Materialverhaltens des Betons erfordert zunächst die abschnittsweise Zusammen-
stellung einzelner Stoffgesetze für die in Betracht kommenden Anwendungsszenarien. Hierzu gehört als 
erstes das Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Kurzzeitbelastung für den Druck- und für den Zugbereich. 
Dabei ist sowohl das nichtlineare Verhalten in der Betondruckzone als auch in der Zugzone die 
Mitwirkung des Betons an der Lastabtragung zwischen den Rissen zu berücksichtigen. 
 
Für die Betrachtung des Langzeitverhaltens infolge Kriechens werden Materialmodelle vorgestellt, die 
geeignet sind, um einerseits das tatsächliche Betonverhalten möglichst gut abbilden zu können, und die 
sich andererseits in Form von σ-ε-t-Beziehungen aufbereiten lassen. Da deren Lösung im allgemeinen 
nicht auf geschlossenem mathematischen Wege sondern nur numerisch möglich ist, ist auf eine hand-
habbare Größenordnung der hierfür erforderlichen Datenmengen zu achten. Die ebenso zeitabhängigen, 
jedoch spannungsunabhängigen Verformungen infolge Schwindens sind über einen weiteren Ansatz zu 
erfassen, der als ε-t-Beziehung in das gesamte Stoffgesetz mit einfließt. 
 
Darüberhinaus können ggf. noch zeitliche Veränderungen der Materialeigenschaften infolge Alterung 
sowie Be- und Entlastungsvorgänge zu späteren Zeitpunkten berücksichtigt werden. 
 
 
 
 
2.1.1 Kurzzeitstoffgesetze 
 
 
2.1.1.1 Materialverhalten im Druckbereich 
 
 
Gemäß den einschlägigen Betonbau-Richtlinien [DIN 1045] und [EUROCODE 2] wird das Materialverhalten 
des Betons im Druckbereich durch die in Bild 2.1 dargestellte nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Kennlinie 
beschrieben. Bei den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Gebrauchslastzuständen mit Spannungen 
kleiner / gleich der Betondruckfestigkeit fc und zugehörigen Dehnungen kleiner / gleich εc1 ist dabei nur der 
linke Parabelast von Interesse. Für kleine Belastungsniveaus (Spannungen bis ca. 0,4 fc) kann in guter 
Näherung auch mit einem linearen σ-ε-Verhalten gearbeitet werden, welches durch den Sekanten-        
E-Modul des Betons Ecm beschrieben wird. Diese Verfahrensweise wird hier aber nicht angewandt. 
 
 
 
Bild 2.1   Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Beton im Druckbereich 
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Die mathematische Formulierung der σ-ε-Beziehung nach Bild 2.1 erfolgt in den umseitig genannten 
Normen über einen Ansatz in der folgenden Form : 
 
σ fc
k η⋅ η2−
1 k 2−( ) η⋅+
⋅= mit k
1.1 Ecm⋅ εc1⋅
fc
= und η
ε
εc1
= .
 
 
(2.1)
 
Dieser kann mit geringfügigen Abweichungen alternativ auch durch eine quadratischen Parabel mit dem 
Scheitelpunkt an der Stelle der maximalen Betondruckfestigkeit approximiert werden : 
 
σ p1 ε
2
⋅ p2 ε⋅+= mit p1
fc−
εc1
2
= und p2
2 fc⋅
εc1
= .
 
 
(2.2)
 
Für die Betrachtungen im Rahmen dieser Arbeit wird der idealisierte Parabelansatz nach Gleichung (2.2) 
genutzt, da dieser eine einfachere Handhabung in den nachfolgenden Berechnungsmodellen ermöglicht. 
 
 
 
2.1.1.2 Materialverhalten im Zugbereich / Tension Stiffening 
 
 
Unter Zugbelastung wird bis zum Erreichen der Betonzugfestigkeit fct lineares Spannungs-Dehnungs-
Verhalten angenommen, d.h. für Dehnungen ε ≤ εct1 gilt das HOOKEsche Gesetz : 
 
σ Ecm ε⋅= . 
(2.3)
 
Nach Erreichen der Betonzugfestigkeit fct kommt es zur Rißbildung des Betons. Für unbewehrten Beton 
bedeutet dies den Bruchzustand, in bewehrten Konstruktionen hingegen werden die Zugkräfte dann von 
der eingelegten Bewehrung aufgenommen. Dabei werden diese zunächst über Schubspannungen vom 
Beton auf die Bewehrung/ Fasern übertragen, so daß der Beton in den Bereichen zwischen den Rissen 
anteilig an der Lastabtragung mitwirkt. Dieser Effekt, der als Tension Stiffening bezeichnet wird, erhöht 
die Steifigkeit des Systems und kann auf verschiedene Weise berücksichtigt werden. 
 
Eine einfache Variante ist die Erhöhung der Dehnsteifigkeit der Bewehrungsschicht. Für Stahlbewehrung 
geben die Stahlbetonrichtlinien entsprechend modifizierte Spannungs-Dehnungs-Beziehungen hierfür an. 
Zur Anwendung dieser Vorgehensweise auf textile Faserbewehrungen liegen bislang keine gesicherten 
Erkenntnisse und normantiven Regelungen vor. Diese Variante wird daher nicht weiterverfolgt. 
 
Eine zweite Variante, die nachfolgend verwendet wird, besteht darin, mit einer modifizierten Spannungs-
Dehnungs-Beziehung des Betons zu arbeiten, die davon ausgeht, daß der Beton nach Erreichen seiner 
Zugfestigkeit nicht sofort, sondern erst allmählich in den Bruchzustand übergeht. Dies wird durch eine 
monoton fallende Kurve im σ-ε-Diagramm beschrieben, wie im Bild 2.2 dargestellt ist. 
  
 
 
Bild 2.2   Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Beton im Zugbereich 
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Die anteilige, durch den Tension Stiffening Effekt beschriebene Mitwirkung des Betons in der gerissenen 
Zugzone kann in einfacher Näherung durch eine abfallende Gerade, oder mit höherer Genauigkeit durch 
eine quadratische Parabel beschrieben werden. Letztere Variante ist die gebräuchlichere und wird daher 
verwendet. Die zugehörige Formulierung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung für Dehnungen im Bereich 
von εct1 ≤  ε  ≤  εct2 ist nachfolgend angegeben. Die Parabelparameter ergeben sich dabei aus dem                  
σ-ε-Diagramm, der Scheitelpunkt der Parabel liegt bei der Grenzdehnung εct2 . 
 
 
Ansatz Tension Stiffening : σ q1 ε
2
⋅ q2 ε⋅+ q3+=  
 
(2.4 a)
 
            mit : q1
fct
εct1
2
εct2
2
+ 2 εct1⋅ εct2⋅−
=
fct
εct2 εct1−( )2
= ,
 
 
(2.4 b)
 
 q2
2− fct⋅ εct2⋅
εct1
2
εct2
2
+ 2 εct1⋅ εct2⋅−
= 2− εct2⋅ q1⋅= ,
 
 
(2.4 c)
 
 q3
fct εct2
2
⋅
εct1
2
εct2
2
+ 2 εct1⋅ εct2⋅−
= εct2
2 q1⋅= .
 
 
(2.4 d)
 
Durch die im Kriechprozeß stattfindenden Umlagerungen im Spannungs- und Dehnungsverhalten inner-
halb eines auf Biegung beanspruchten Querschnittes (siehe Kapitel 3) kommt es zu einer Verlagerung     
der Nullinienlagen für Spannung und Dehnung in Richtung der Zugzone. Dies ist beim Ansatz des 
Stoffgesetzes im Tension Stiffening-Bereich zu berücksichtigen. Es wird vorgeschlagen, dies dadurch zu 
tun, daß die Parabelparameter qi nach den Gleichungen (2.4 b bis d) in jedem Zeitinkrement neu angepaßt 
werden, so daß die beiden folgenden Bedingungen eingehalten sind : 
 
(1) als erste Obergrenze für die Tension Stiffening Spannung gilt das Stoffgesetz nach Gleichung (2.4), 
womit bei vorgegebenem Dehnungswert (Anteil Kurzzeitdehnung !) noch eine definierte maximale 
Spannung übertragen werden kann, 
 
(2) als zweite Obergrenze gilt diejenige Spannung, die in einem vorangegangenen Zeitinkrement bei dem 
betreffenden Dehnungswert anlag, auch wenn diese kleiner ist als jene nach (1), da es sich ja um 
gerissenen, d.h. geschädigten Beton handelt und dieser Schädigungsprozeß nicht reversibel ist. 
 
Werden diese beiden Bedingungen als „Hüllkurven“ betrachtet, so läßt sich daraus eine im Zeitinkrement 
geltende Tension Stiffening-Parabel mit entsprechend neuen qi-Parametern bestimmen. Die folgende 
Abbildung soll dies verdeutlichen. 
 
 
 
Bild 2.3   Abgeminderter Tension Stiffening-Effekt infolge Spannungs- und Dehnungsumlagerungen 
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Eine weitere Besonderheit bei der Erfassung des Materialverhaltens des Betons unter Zugspannungen ist 
bei Feinbeton mit eingebetteter textiler Faserlage zu beachten. Wie experimentelle Untersuchungen im 
Rahmen des SFB 528 an der TU Dresden zeigten, lieferte die Feinbetonmatrix von mit Glasfasern be-
wehrten Probekörpern im Zugversuch auch nach Überschreiten der Grenzdehnung für Tension Stiffening 
noch einen Beitrag an der Lastabtragung, wie Bild 2.4 a zeigt. Die übertragenen Zugkräfte lagen über 
denjenigen, welche bei entsprechender Dehnung allein der Faserbewehrung zuzuordnen sind. 
 
Die Erfassung dieses Effekts erfolgt durch ein modifiziertes Materialmodell im Tension Stiffening-
Bereich gemäß Bild 2.4 b, bei dem die übertragenen Spannungen im gerissenen Beton bei zunehmenden 
Dehnungen nicht auf Null, sondern einen konstanten „Restwert“ μ · fct auslaufen. Der Faktor μ wurde in 
Versuchen in der Größenordnung bis zu μ ≅ 0,4 festgestellt. Im Materialmodell für den Beton der textilen 
Verstärkungsschicht ist er als variabler Parameter eingebaut (der ggf. auch Null sein kann). 
 
 
 
Bild 2.4   Tragverhalten von Feinbeton mit textiler Faserbewehrung unter Zugbelastung 
    a)  Experimentell bestimmte Last-Dehnungs-Kurve im Zugversuch 
    b)  aus den Experimenten abgeleitetes Materialmodell für Feinbeton 
 
 
 
 
2.1.2 Langzeitverhalten infolge Kriechens 
 
 
2.1.2.1 Allgemeines, Vorbemerkungen 
 
 
Zur Thematik des Betonkriechens gibt es eine Vielzahl an Publikationen, die sich mit den maßgeblichen 
Einflußparametern, den Vorgängen im Material und geeigneten Prognoseverfahren zu dessen Beschrei-
bung befassen. Die ersten historischen Untersuchungen auf diesem Gebiet führte [BOLTZMANN, 1874] 
bereits Ende des 19. Jahrhunderts durch. Anfang des 20. Jahrhunderts wurde die Thematik des Beton-
kriechens Gegenstand zahlreicher wisenschaftlicher Untersuchungen, insbesondere seien hier [WOOLSON, 
1905], [DAVIS, 1928] und [GLANVILLE, 1930] federführend genannt. Als Meilenstein zur Berechnung zeit-
abhängiger Betonverformungen gelten die Forschungen von [DISCHINGER, 1939], welcher erstmals eine 
auf einer Kriechfunktion basierende Differentialgleichung formulierte. Weitere wesentliche Erkenntnisse 
zur wissenschaftlichen Beschreibung und baumechanischen Modellierung des Betonkriechens lieferten 
[TROST, 1966 und Folgejahre] und [BAŽANT, 1975 und Folgejahre] mit zahlreichen Veröffentlichungen 
in den 1960-er bis 1980-er Jahren, die sich intensiv mit dieser Thematik beschäftigt haben. 
 
Trotz intensiver Forschung sind noch längst nicht alle Aspekte des Kriechverhaltens umfassend geklärt. 
Speziell die mikrostrukturelle Beschreibung des phänomenologischen Verhaltens des Zementsteins ist 
gegenwärtig noch ein Gebiet der Grundlagenforschung. Für einen Überblick neuerer Arbeiten zur 
Thematik des Kriechens sei u.a. auf [MÜLLER, 1986], [SHEN, 1992], [ROTTLER, 1998], [EIERLE, 1999] 
und [KORDINA, 2000] verwiesen, wobei letztgenannter seine Untersuchungen auch auf unter Zug-
spannung stehenden Beton ausweitete. 
2.1  Beton 11
 
Es gibt verschiedene Herangehensweisen zur Berechnung des zeitabhängigen Betonverhaltens. Dies sind 
empirische Modelle und daraus abgeleitete Kriechfunktionen und rheologische Modelle. 
 
Aus dem beobachteten Zusammenhang zwischen aufgebrachter Spannung und daraus resultierender 
zunehmender Verformung über einen entsprechenden Zeitraum (Retardation) oder im umgekehrten Falle 
einer aufgezwungenen Dehnung bzw. Stauchung und daraus resultierender abnehmender Spannung 
(Relaxation) läßt sich eine Kriechfunktion beschreiben. Hierfür existieren zahlreiche Ansätze sowohl im 
linearen als auch im nichtlinearen Bereich, welche sich in Summations- und Produktansätze unter-
scheiden lassen. In der Regel wird eine Kriechzahl Φ definiert, welche das Verhältnis von elastischer 
(Kurzzeit)-Dehnung zur gesamten Dehnung nach abgeklungenem Kriechprozeß angibt. Diese wird in den 
aktuellen Betonbaunormen [DIN 1045] bzw. [EUROCODE 2] auf der Grundlage eines linearen Produkt-
ansatzes ermittelt, der alle wesentlichen Einflußparameter aus der Zusammensetzung des Betons, den 
Umweltbedingungen Temperatur und Luftfeuchte sowie der Belastungsgeschichte berücksichtigt. 
 
Der lineare Zusammenhang zwischen aufgebrachter Spannung und daraus resultierender Kriechdehnung 
kann bis zu einem Spannungsniveau von ca. 40 % der Betondruckfestigkeit zugrunde gelegt werden. Ab 
diesem Spannungsniveau setzt im Beton eine feine Mikrorißbildung ein, die zu einer überproportionalen 
Verstärkung der Kriechverformungen führt. Neuere Erkenntnisse von [ZILCH/FRITSCHE, 1999] zeigen 
jedoch, daß erst ab einem Spannungsniveau von ca. 55 % der Betondruckfestigkeit ein nennenswerter 
Unterschied zwischen der linearen und nichtlinearen Berechnung der Kriechverformungen festzustellen 
ist. Daher kann unter Gebrauchslastzuständen, deren Spannungsniveaus i.d.R. unter 0,45 · fc liegen, linear 
gerechnet werden. Ebenso wird davon ausgegangen, daß die Kriechverformungen unter gleichen Druck- 
und Zugspannungen ebenfalls gleich sind [KORDINA, 1992]. Für weitergehende Betrachtungen zur 
Theorie des nichtlinearen Kriechens und deren Beschreibung mittels geeigneter rheologischer Material-
modelle sei auf [SHEN, 1992] verwiesen. 
 
Ein wesentlicher Nachteil der empirischen Modelle zur Beschreibung des Betonkriechens besteht darin, 
daß sie nur für weitestgehend konstant bleibende Spannungen (bzw. im Relaxationsfall konstante 
Dehnungen) gelten. Zeitlich veränderliche Betonspannungen, die ihre Ursachen sowohl in Änderungen 
der Belastung als auch in inneren Umlagerungen haben können, erfordern die Anwendung des Super-
positionsprinzipes und erhöhen damit den Rechenaufwand beträchtlich. 
 
Besser geeignet ist in diesem Falle die Beschreibung des Materialverhaltens mittels eines rheologischen 
Modells. Aufgebaut aus den mechanischen Grundelementen HOOKEsche Feder und NEWTONscher 
Dämpfer kann damit bei entsprechender Kombination dieser Elemente nahezu jeder beliebige zeitab-
hängige Spannungs-Dehnungs-Zustand abgebildet werden. In Tabelle 2.1 sind deren Wirkungsweisen 
und in Tabelle 2.2 die einfachsten damit zu bildenden Grundkombinationen zur Beschreibung visko-
elastischen Materialverhaltens dargestellt. Detailliertere Ausführungen zur Materialtheorie und die 
wichtigsten ingenieurmechanischen Materialmodelle können der Fachliteratur entnommen werden, siehe 
z.B. [BETTEN, 1993], [STEIN/BARTHOLD, 1996], [TROSTEL, 1999] oder [PHAN-THIEN, 2002]. 
 
Durch Anordnung beider Elemente hintereinander in Form einer Reihenschaltung wird ein Kriechprozeß 
mit gleichbleibender Dehngeschwindigkeit (bei konstant bleibender Spannung) beschrieben, das Material-
verhalten entspricht also dem einer Flüssigkeit. Diese Variante wird als MAXWELL-Modell bezeichnet. 
Bei Entlastung findet nur eine teilweise Rückverformung statt, die dem Dehnungsanteil der Feder entspricht. 
Der Dehnungsanteil des Dämpfers bleibt als irreversibler Anteil der Kriechverformung bestehen und wird 
in der einschlägigen Fachliteratur als Fließverformung oder kurz als Fließen bezeichnet. 
 
Die zweite Möglichkeit besteht in der Parallelschaltung von Feder und Dämpfer. Damit wird ein Kriech-
prozeß mit kontinuierlich abnehmender und für t → ∞ gegen Null tendierender Dehnungsgeschwindigkeit 
beschrieben, der nach gewisser Zeit nahezu zur Ruhe kommt. Diese Variante wird als VOIGT-Modell be-
zeichnet und beschreibt das Materialverhalten eines Festkörpers. Der Endwert der Dehnung, welcher sich 
nach abgeklungenem Kriechprozeß einstellt, entspricht dabei demjenigen der Feder allein, während mit 
dem Dämpfer je nach dessen „Härte“ die Verzögerung der sich einstellenden Dehnung gesteuert wird. Bei 
Entlastung ist dieses Modell vollständig reversibel, d.h. die Verformungen bilden sich nach Wegnahme 
der Last ebenso zeitverzögert zurück, wie sie sich bei Belastung zeitverzögert einstellen. 
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    Element HOOKEsche Feder NEWTONscher Dämpfer 
    Materialverhalten linear elastisch linear viskos 
    Mechanische 
    Darstellung 
  
    Funktionsweise 
  
    Stoffgesetz σ c ε⋅=  εdσ &⋅=    mit   dt
dεε =&  
 
 
Tabelle 2.1   Mechanische Grundelemente zur Beschreibung viskoelastischen Materialverhaltens 
 
 
 
    Modell MAXWELL-Modell VOIGT-Modell 
    Mechanische 
    Darstellung 
    Funktionsweise 
  
    Stoffgesetz ε
σ
c
t
σ
d
⌠
⎮
⎮
⌡
d+= εdεcσ &⋅+⋅=    mit   
dt
dεε =&  
 
 
Tabelle 2.2   Rheologische Grundmodelle zur Beschreibung zeitabhängigen Materialverhaltens   
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Nach Kenntnis der Wirkungsweisen der einzelnen Grundmodelle können diese in beliebiger Kombination 
zu einem Gesamtmodell zusammengefügt werden. Hierfür ist jedoch zunächst zu klären, welche 
einzelnen Anteile des Betonkriechens zu unterscheiden und inwiefern diese gesondert zu berücksichtigen 
sind. Ggf. sind auch entsprechende Modifikationen der Elemente möglich, um spezielle Einflüsse (wie 
z.B. Alterung) berücksichtigen zu können. 
 
 
 
2.1.2.2 Unterscheidung der einzelnen Kriechanteile des Betons 
 
 
Prinzipiell werden beim Beton (wie auch bei anderen Materialien) drei Kriechabschnitte unterschieden, 
nämlich das Primärkriechen mit allmählich abnehmender Kriechgeschwindigkeit, das Sekundärkriechen 
mit gleichbleibender Kriechgeschwindigkeit und das Tertiärkriechen mit zunehmender Kriechge-
schwindigkeit bis hin zum Bruch. Unter Gebrauchslasten ist dabei das Primärkriechen von Bedeutung, 
welches sich wiederum weiter unterteilen läßt, siehe z.B. [RÜSCH/JUNGWIRTH, 1976]. 
 
Man unterscheidet die Anteile der verzögert elastischen Verformung und der Fließverformung. Die 
verzögert elastische Verformung, welche mitunter auch als „Rückkriechen“ bezeichnet wird, bildet sich 
bei Entlastung vollständig zurück. Die Erfassung dieser Eigenschaft des Betons als separater Anteil der 
gesamten Kriechverformung, die sowohl nach Be- als auch nach Entlastung in gleicher Weise stattfindet 
[ZERNA/TROST, 1967], läßt sich im Materialmodell mit der Festkörpercharakteristik des VOIGT-Modells 
beschreiben. Man spricht hierbei auch von der sogenannten elastischen Nachwirkung. Die Größenord-
nung der verzögert elastischen Verformung kann bis zu ca. 40 % der sofortigen elastischen Verformung 
erreichen und ist umso größer, je früher der Beton erstmalig belastet wird. Dies resultiert aus der 
Zusammensetzung des vorwiegend viskosen Zementsteins mit überwiegend elastischen Zuschlägen, 
welcher erst nach einigen Wochen vollständig ausgehärtet ist. Der Hauptanteil des Verformungszu-
wachses aus der elastischen Nachwirkung bildet sich beim Beton im Zeitraum von einigen Wochen bis 
Monaten nach dem Be- bzw. Entlastungsereignis aus. 
 
Der nach einer Entlastung im Beton verbleibende Verformungsanteil des Kriechens, der im folgenden mit 
dem Begriff der Fließverformung bzw. des Fließens bezeichnet wird, setzt sich zusammen aus einer 
raschen und schnell abklingenden Anfangsverformung, die insbesondere bei Belastung im jungen 
Betonalter sehr stark ausgeprägt ist, sowie dem Grund- und dem Trocknungsfließen. Die Unterscheidung 
zwischen den beiden letzteren Anteilen ist vor allem bei hochfestem Beton mit einem niedrigen Wasser / 
Zement-Wert zu berücksichtigen [PLANNERER, 1998]. Dabei ist nicht abschließend geklärt, ob die Fließ-
verformungen jemals einen Endwert erreichen oder nicht [ROSTÀSY et al, 1971]. 
 
Der Anteil des Fließens im Materialmodell soll im Rahmen dieser Arbeit über einen alternden 
Dämpferparameter dF(t) erfolgen, der die mit der Zeit allmählich abklingende Fließverformung abbildet. 
Dies kann mit Hilfe einer Potenz-, Wurzel-, Exponentialfunktion oder eines anderen geeigneten Ansatzes 
erfolgen. Hier soll der die Fließverformung abbildende Dämpfer in der Form 
 
dF t( ) a e
b t t0−( )⋅⋅= mit b 0>
 
 
(2.5)
 
dargestellt werden, t0 ist dabei das Betonalter zum Zeitpunkt der Lastaufbringung. Über diesen Ansatz 
wächst die Härte des Dämpfers mit der Zeit exponentiell an, so daß die Zuwächse der Fließverformungen 
immer geringer werden und für t → ∞ gegen Null tendieren. 
 
Gemäß den Ergebnissen verschiedener in der Literatur wiedergegebener Kriechversuche, z.B. [RÜSCH      
et al, 1993], wird die Annahme getroffen, daß der Anteil des Betonfließens etwa einem Drittel der gesamten 
Kriechverformung entspricht, nach einem Jahr die Ausprägung der Fließverformungen weitestgehend ab-
geschlossen ist und im weiteren Verlauf die Fließgeschwindigkeit gegen Null abklingt. Diese Annahmen 
werden später bei der Bestimmung der Materialparameter zugrunde gelegt. 
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2.1.2.3 Ansatz rheologischer Materialmodelle 
 
 
Umfassende Übersichten zu rheologischen Modellen finden sich u.a. in [FLÜGGE, 1975] und [NEVILLE, 
1970]. Zwei der davon am weitesten verbreiteten Modelle zur Beschreibung linear-viskoelastischen 
Materialverhaltens sind in Bild 2.5 dargestellt. Zu beachten ist jedoch, daß im vorliegenden Fall das 
Materialverhalten des Betons im Kurzzeitbereich nichtlinearer Natur ist. Dies wird durch die Belegung 
der Feder cel mit den jeweiligen Ansätzen nach Kapitel 2.1.1 berücksichtigt, d.h. getrennt für den Druck-, 
Zug- und Tension Stiffening-Bereich. 
 
 
 
Bild 2.5   Weitere mögliche Feder-Dämpfer-Kombinationen für viskoelastische Materialmodelle 
                a)  HOOKE-VOIGT-Modell 
                b)  MAXWELL-VOIGT-Modell 
 
 
Das sogenannte HOOKE-VOIGT-Modell (Bild 2.5 a), welches in der Literatur auch als KELVIN-Modell 
oder POYNTING-THOMSEN-Modell bezeichnet wird, beschreibt einen viskoelastischen Festkörper mit 
vollständig reversiblem Verformungsverhalten. Für Langzeitbetrachtungen an unter Dauerlast stehenden 
Betontragwerken liefert dieses Modell bei Annahme geeigneter Materialparameter recht zuverlässige 
Ergebnisse nach abgeschlossenem Kriechprozeß. Die Genauigkeit des zeitlichen Verlaufs läßt sich durch 
Anfügen weiterer Feder-Dämpfer-Einheiten bedarfsgerecht erhöhen. Nur bedingt abbildbar ist hiermit 
jedoch das zeitliche Materialverhalten bei veränderlicher Belastung, insbesondere wenn die Entwicklung 
nach maßgeblichen Entlastungsvorgängen untersucht werden sollen, da der nach einer Entlastung verblei-
bende irreversible Verformungsanteil, nämlich die Fließverformung, nicht mit erfaßt wird. 
 
Besser geeignet ist die Kombination als MAXWELL-VOIGT-Modell (Bild 2.5 b), welches auch als 
BURGERS-Modell bezeichnet wird. Hier sind in Form einer Reihenschaltung die sich sofort einstellende 
elastische Verformung, die irreversible Fließverformung und die verzögert elastische Verformung als ein-
zelne Komponenten getrennt abbildbar. Damit kann auch der Zeitverlauf bei veränderlicher Belastung 
sowie die verbleibende Fließverformung nach einer Entlastung separat erfaßt werden. Auch hier wird 
man zweckmäßigerweise das Modell um weitere Feder-Dämpfer-Einheiten erweitern, um die Genauigkeit 
des Zeitverlaufes zu verbessern. Der für den Anteil der Fließverformung angesetzte Dämpfer wird mit 
einer entsprechenden Alterungsfunktion (z.B. nach Gl. 2.5) belegt, um den Zeitverlauf der Fließver-
formung und deren allmähliches Abklingen realitätsnah approximieren zu können. Sofern dies mit einem 
einzelnen Dämpfer noch nicht ausreichend gut gelingt, können auch hier weitere, mit Alterungsfunktion 
belegte Dämpfer in der Reihenschaltung angeordnet werden. 
 
Je mehr Elemente das Materialmodell enthält, um so genauer läßt sich einerseits das zeitveränderliche 
Materialverhalten abbilden, umso aufwendiger ist andererseits natürlich auch dessen Handhabung. Dies 
beginnt bei der Bestimmung der einzelnen Materialparameter und erhöht den Rechenaufwand und 
insbesondere den dazugehörigen Aufwand der Datenhaltung beträchtlich. So ist die gesamte Spannungs- 
und Dehnungsgeschichte des Materialmodells vom Zeitpunkt der Erstbelastung t0 bis zum aktuell 
untersuchten Zeitpunkt t bereitzuhalten, d.h. für alle im Materialmodell eingebauten Federn und Dämpfer 
werden deren anteilige Dehnungs- und Spannungsraten benötigt. Für praktische Berechnungen ist daher 
abzuwägen, welche Genauigkeit gefordert bzw. angestrebt wird. Um hierfür eine hohe Flexibilität zu 
gewährleisten, sind die im Rahmen dieser Arbeit aufgestellten Berechnungsalgorithmen so gestaltet, daß 
der Einbau beliebig vieler Einzeldämpfer (mit Alterungsfunktion) und beliebig vieler Feder-Dämpfer-
Einheiten möglich ist. 
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Die weitere Vorgehensweise zur Formulierung des Gesamtstoffgesetzes erfolgt durch Superposition aller 
im Materialmodell hintereinander eingebauten Einzelelemente. Dazu sind die zeitveränderlichen Anteile 
zunächst in der Form ε = f(σ,t) bereitzustellen. 
 
Für den Anteil der Fließverformung εfl(t) erhält man, ausgehend von Tabelle 2.1 und Gleichung (2.5), die 
folgende Integralgleichung, wobei das Integral die gesamte Spannungsgeschichte des Dämpfers für den 
betrachteten Zeitraum von t0 (Belastungsbeginn) bis t beinhaltet : 
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(2.6)
 
Durch analoges Vorgehen erhält man für einen VOIGT-Körper nach Tabelle 2.2 ebenso eine entspre-
chende Integralgleichung für den Anteil der verzögert elastischen Verformung εv.el(t), wobei auch hier 
wieder die gesamte Spannungsgeschichte für den Zeitraum von t0 bis t im Integral hinterlegt ist : 
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(2.7)
 
Der additive Zusammenbau der einzelnen Anteile zum Gesamtstoffgesetz erfolgt in Kapitel 2.1.6. Neben 
den o.a. Anteilen wird dort zusätzlich noch der nicht spannungsabhängige Anteil der Schwindverformung 
zu berücksichtigen sein. 
 
 
 
2.1.2.4 Zur Bestimmung der Materialparameter 
 
 
Für die weiteren Berechnungen sind geeignete Annahmen für die einzelnen Feder- und Dämpferpara-
meter c und d zu treffen. Diese entscheiden letztendlich darüber, wie genau das Materialmodell arbeitet 
und ob es für praktische Berechnungen sinnvoll eingesetzt werden kann. Die erforderlichen Kennwerte 
können durch entsprechende Kriechversuche oder Parameterstudien ermittelt werden. Im allgemeinen ist 
dies jedoch sehr aufwändig und langwierig. Eine alternative und für praktische Berechnungen zweck-
mäßigere Variante besteht darin, die gesuchten Parameter mit Hilfe eines gebräuchlichen Verfahrens zur 
Kriechberechnung und numerischen Parameterabgleich zu bestimmen. 
 
Im Rahmen dieser Arbeit wird hierfür der Ansatz zur Kriechberechnung nach [EUROCODE 2, ANHANG B] 
verwendet. Anhand eines Zahlenbeispiels soll die daraus abgeleitete Bestimmung der benötigten Feder- 
und Dämpferparameter demonstriert werden. Mit Kenntnis der Materialeigenschaften und Abmessungen 
des Bauteils, der angenommenen Umweltbedingungen, dem Betonalter bei Belastungsbeginn und unter der 
Annahme einer mittleren kriecherzeugenden Dauerlast |σ| ≤ 0,4 · |fc| liefert die Berechnung den zeitlichen 
Verlauf der Kriechzahl Φ(t,t0) über den folgenden Produktansatz : 
 
 Φ t t0,( ) Φ0 βc t t0,( )⋅=  (2.8 a)
  
      mit : Φ0 ΦRH β fcm( )⋅ β t0( )⋅=  (2.8 b)
   
      und : βc t t0,( )
t t0−
βH t+ t0−
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(2.8 c)
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Dabei stellt Φ0 die Grundkriechzahl nach abgeschlossenem Kriechprozeß (t → ∞) dar, und der Beiwert       
βc (= 0...1) beschreibt den zeitlichen Verlauf. In Bild 2.6 ist der typische Verlauf für die zeitliche 
Entwicklung der Kriechzahl dargestellt. Die Endwerte liegen in der Größenordnung von Φ0 = 2...4, wobei 
insbesondere bei Lastaufbringung im jungen Betonalter das Kriechen sehr stark ausgeprägt ist. 
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Bild 2.6   Typischer zeitlicher Verlauf der Kriechzahl (logarithmische Zeitachse) ; Endwert ~ 27 Jahre 
 
 
Die Kriechdehnung εKr(t) ergibt sich nach Multiplikation der elastischen Dehnung εel (Kurzzeitdehnung) 
mit der Kriechzahl Φ. Somit gilt für die am Beton festzustellende Gesamtdehnung : 
 
εges t( ) εel εKr t( )+= εel 1 Φ t t0,( )+( )⋅= . (2.9)
 
Ziel ist es, die Materialparameter so zu kalibrieren, daß eben dieser zeitliche Verlauf der Gesamtdehnung 
εges(t) mit dem zugrunde gelegten Feder-Dämpfer-Modell beschrieben wird. 
 
Zur separaten Berücksichtigung der Fließverformung werden die Parameter aF und bF des hierfür 
zuständigen Dämpfers dF(t) gemäß Kap. 2.1.2.2 so bestimmt, daß der Anteil des Fließens etwa ein Drittel 
der gesamten Kriechverformung ausmacht, nach ca. einem Jahr der größte Teil der Fließverformung 
ausgeprägt ist (ca. 80...90 %) und im weiteren Verlauf das Fließen des Betons allmählich auf Null 
abklingt vgl. RÜSCH et al, 1993]. Die übrigen ca. zwei Drittel des zeitlichen Verformungszuwachses 
beinhalten demzufolge die verzögert elastische Verformung und sind durch die nachgeschalteten Feder-
Dämpfer-Einheiten ci und di zu erfassen. 
 
Nachfolgend soll anhand eines Zahlenbeispiels die Bestimmung der Materialparameter für ein MAXWELL-
VOIGT-Modell mit drei Feder-Dämpfer-Einheiten demonstriert werden. Hierzu wird ein rechteckiger 
Betonquerschnitt mit einem mittleren kriecherzeugenden Spannungsniveau von σ = 0,4 fc beaufschlagt. 
Alle notwendigen Angaben zum Beton (Normalbeton, Zement Klasse N) sind in Tabelle 2.3 
zusammengestellt, die durchschnittlichen Umweltbedingungungen werden mit ca. 40 % Luftfeuchte und 
einer Temperatur von ca. 20 ° C angenommen. 
 
 
        Kenndaten Betonquerschnitt für die Ermittlung der Kriechzahl  
        Querschnittsabmessungen  b x h 200 x 400 mm 
        Betongüte C 35 / 45 
        Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Modul)     Ecm  =  34.000 N/mm² 
        Betondruckfestigkeit   fc  =    43 N/mm² 
        Zeitpunkt der Lastaufbringung t0  =     28 Tage 
 
Tabelle 2.3   Zusammenstellung der notwendigen Betonkennwerte zur Ermittlung der Kriechzahl 
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Ausgehend von den umseitig aufgeführten Angaben ist der entsprechende Berechnungsalgorithmus abzu-
arbeiten. Dieser liefert im Ergebnis eine Grundkriechzahl von Φ0 = 2,43 nach abgeschlossenem Kriech-
prozeß sowie den zugehörigen zeitlichen Verlauf. Damit wächst die sich sofort einstellende elastische 
Kurzzeitdehnung von εel = 0,51 ‰ nach und nach um eine Kriechdehnung von εKr = 0,51 ‰ · 2,43 = 1,23 ‰ 
an und führt so für t → ∞ auf eine Gesamtdehnung von εges = 1,74 ‰. 
 
Diese Kriechfunktion dient als Grundlage, um die Feder-und Dämpfer-Parameter zu kalibrieren. Für den 
Anteil der sofort eintretenden elastischen Kurzzeitverformung wird in diesem Beispiel der mittlere 
Sekanten-E-Modul Ecm in Rechnung gestellt, alternativ würde der nichtlineare Ansatz gemäß Gl. (2.2) 
ebenso zu den gesuchten Kennwerten führen. In Tabelle 2.4 sind die mittels numerischem Parameter-
abgleich gefundenen Werte für das zugrundegelegte Materialmodell abgedruckt, in Bild 2.7 ist der 
zugehörige grafische Verlauf der Kriechdehnung dargestellt, wobei anhand der verwendeten Farben die 
einzelnen Dehnungsanteile und deren zeitliches Wirksamwerden deutlich zu erkennen sind. Abgesehen 
von kleinen Abweichungen insbesondere im Anfangsbereich, läßt sich der vorgegebene Dehnungsverlauf 
(braune Linie) sehr gut approximieren. 
 
Mit diesem Vorgehen sind alle in den vorgestellten Berechnungsbeispielen der Kapitel 3 und 4 benötigten 
Materialparameter ermittelt worden, wobei dort ein Modell mit zwei Feder-Dämpfer-Einheiten verwendet 
wird, um den Rechenaufwand zu reduzieren. 
 
 
 
cel  =  3,4 · 10 4 
     aF  =  9,6 · 10 6 
 
     bF  =  4,7 · 10 -3 
     c1  =  5,2 · 10 4 
 
     d1  =  2,1 · 10 5 
     c2  =  6,1 · 10 4 
 
     d2  =  2,8 · 10 6 
     c3  =  7,9 · 10 4 
 
     d3  =  1,4 · 10 8 
 
Tabelle 2.4   Mittels Parameterkalibrierung ermittelte Kennwerte für o.a. Materialmodell 
                     (alle ci in N/mm², alle di und aF in Tagen · N/mm², bF in 1/Tage) 
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Bild 2.7   Zeitlicher Verlauf der Kriechdehnung mit Materialmodell nach Tabelle 2.4 (log. Zeitachse) 
 
 Berechnung nach EC 2 
 
 nach o.a. Materialmodell 
Anteil aus cel
Anteil aus dF(t)
Anteil aus c1, d1
Anteil aus c2, d2
Anteil aus c3, d3
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2.1.3 Langzeitverhalten infolge Schwindens 
 
 
Das Schwinden des Betons bezeichnet die zeitabhängigen Verformungen, die ohne Einwirkung einer 
Belastung infolge allmählicher Austrocknung des Betongefüges entstehen [RÜSCH/JUNGWIRTH, 1976]. 
Wesentlichen Einfluß auf die Größe der Schwindverformungen haben neben den Materialeigenschaften 
des Betons vor allem die Luftfeuchtigkeit, die Temperatur und die Bauteilabmessungen. Dicke Bauteile 
verlieren das Wasser deutlich langsamer und weisen damit geringere Schwindverformungen auf, die sich 
zudem über einen deutlich längeren Zeitraum entwickeln. 
 
Die Schwindverformungen lassen sich also in Form einer spannungsunabhängigen Zeitfunktion für die 
Dehnung εSchw = f(t) ausdrücken. Zu deren mathematischer Beschreibung existieren verschiedene 
Ansätze. In der aktuellen Version des [EUROCODE 2] wird sie durch einen Summationsansatz ermittelt, 
der die Anteile des speziell im jungen Betonalter maßgeblichen Trocknungsschwindens εcd und der auto-
genen Schwinddehnung εca im fortgeschrittenen Zeitverlauf separat erfaßt : 
 
εcs t( ) εcd t( ) εca t( )+= . 
(2.10)
 
Die beiden Anteile für εcd(t) und εca(t) errechnen sich jeweils aus einem Endwert für t → ∞ und einem 
Beiwert für den zeilichen Verlauf. Für den detaillierten Berechnungsalgorithmus mit allen zugehörigen 
Einflußgrößen und Bestimmungsgleichungen sei auf die Ausführungen im [EUROCODE 2] verwiesen. 
Nach abgeschlossenem Schwindverlauf (t → ∞) erreichen die Schwinddehnungen unter „üblichen“ 
Umweltbedingungen je nach Bauteilabmessungen betragsmäßige Werte in der Größenordnung von         
εcs0 = 0,4...0,8 ‰ und sind nach zwei bis vier Jahren weitestgehend abgeklungen. Der typische Verlauf 
der Schwinddehnung ist in Bild 2.8 dargestellt. 
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Bild 2.8   Typischer zeitlicher Verlauf der Schwinddehnung (logarithm. Zeitachse) ; Endwert ~ 27 Jahre 
 
 
Als Beginn des Schwindens wird in der Regel der Zeitpunkt des Ausschalens angesehen, wenn mit dem 
Erhärten des Betons auch dessen Austrocknung beginnt. Je nach Bauablauf und Baustellenbedingungen 
geschieht dies meist innerhalb weinger Tage nach der Betonage. Zum Startzeitpunkt des Kriechens ist 
damit bereits eine Anfangs-Schwinddehnung εcs(t0) vorhanden, die entsprechend zu berücksichtigen ist. 
Diese liegt z.B. nach 28 Tagen etwa in der Größenordnung von einem Drittel der gesamten Schwinddeh-
nung (vgl. Bild 2.8). Für die Berechnung der anschließend mit Beginn der Lastaufbringung entstehenden 
zeitabhängigen Verformungen ist diese Differenz also abzuziehen. 
 
Bei der Aufstellung des Gesamtstoffgesetzes (siehe Kapitel 2.1.6) ist die Schwinddehnung als spannungs-
unabhängiger Anteil additiv zu berücksichtigen, der in Form einer von den Betoneigenschaften und      
den o.g. Randbedingungen abhängigen Zeitfunktion nach Gleichung (2.10) vorgegeben ist und in den 
folgenden Berechnungen mit εschw(t) bezeichnet wird. 
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2.1.4 Einfluß der Alterung des Betons 
 
 
Die Alterung des Betons ist gekennzeichnet durch eine Abnahme der maximalen Betondruckfestigkeit bei 
zunehmendem Betonalter und läßt sich berücksichtigen, indem fc = fc(t) angesetzt wird. Eine der Haupt-
ursachen hierfür ist die Karbonatisierung, auch als Betonkorrosion bezeichnet, bei der im Porengefüge 
des Betons gelöstes Kalziumkarbonat in Kalkstein umgewandelt wird. Diese zeitliche Abnahme der 
Festigkeit, dargestellt in Bild 2.9 a, kann über eine entsprechende Zeitfunktion beschrieben werden. Als 
Grundlage für diese können empirische Werte aus entsprechenden Versuchen zugrunde gelegt werden, 
siehe z.B. [ILLSTON, 1965 und 1968] oder [WESCHE et al, 1978], ebenso sind Reihenentwicklungen, z.B. 
[HAAS, 1974], oder Ansätze mittels Exponentialfunktionen, z.B. [ALDA, 1978] oder [NIELSEN, 1981] 
möglich. Bild 2.9 b zeigt den qualitativen Verlauf derartiger Alterungsfunktionen. Analoges gilt für den 
Zugbereich des Betons, auch hier ist die maximale Zugfestigkeit bis zur Rißbildung einer alterungsbe-
dingten zeitlichen Abnahme unterworfen. 
 
 
 
Bild 2.9   Abnahme der Betonfestigkeit infolge Alterung ; hier Darstellung für den Betondruckbereich 
                a)  Darstellung der Alterung im σ-ε-Diagramm 
                b)  Qualitativer Verlauf möglicher Alterungsfunktionen (t0 = Anfangszeitpunkt mit max fc) 
 
 
Die zeitliche Abnahme der Betonfestigkeit führt dazu, daß die Parameter für die Beschreibung des 
elastischen Kurzzeitverhaltens des Betons (Gleichungen 2.2, 2.3, 2.4), d.h. die σ-ε-Kennlinien für jeden 
betrachteten Berechnungszeitpunkt neu anzupassen sind.  
 
Neben der Veränderung der mechanischen Eigenschaften von Festigkeit und Elastizität des Betons unter 
Kurzzeitaspekten hat die Alterung ebenso auch Einfluß auf das Langzeitverhalten infolge Kriechen. Dies 
resultiert maßgeblich aus der Veränderung der mikrostrukturellen Zusammensetzung des Betongefüges. 
Die Auswirkungen der Alterung des Betons sind dabei umso größer, je höher das vorhandene Beanspru-
chungsniveau ist. 
 
Die Berücksichtigung der Alterung im Materialmodell kann z.B. dadurch erfolgen, daß die einzelnen 
Feder- und Dämpferparameter ci und di, welche den Anteil der verzögert elastischen Verformung 
abbilden, ebenso mit einer Alterungsfunktion belegt werden, wie dies bereits für den Anteil der Fließ-
verformung getan wurde. Die betreffenden Elemente werden also mit zunehmendem Alter „träger“, was 
sich insbesondere bei veränderlichen Belastungen in einem langsameren Ansprechverhalten der Federn 
und Dämpfer für die Abbildung der verzögert elastischen Verformung widerspiegelt. Für weitere Ausfüh-
rungen zur Berücksichtigung der Alterung im Materialmodell sei z.B. auf [MÜLLER, 1986] verwiesen. 
 
Bei vergleichsweise niedrigen Belastungsniveaus ist der Einfluß der Alterung deutlich weniger stark 
ausgeprägt. Bei Gebrauchslastzuständen mit Spannungen von |σ| ≤ 0,4 · |fc| führt die Berechnung mit zeit-
konstanten Festigkeitseigenschaften nur zu geringfügigen Abweichungen gegenüber der Berechnung am 
gealterten Beton. Für praktische Untersuchungen ist dies meist ausreichend. Daher wird im Rahmen 
dieser Arbeit der Aspekt der Alterung nicht weiter verfolgt. 
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2.1.5 Einfluß von Be- und Entlastungsprozessen 
 
 
Infolge des nichtlinearen Materialverhaltens des Betons führen zunehmende Belastungsniveaus zu irre-
versiblen Veränderungen im Material. Unter Druckbeanspruchung kann es zu örtlichen Plastizierungen 
kommen, und bei Entlastung bleiben Restdehnungen im Beton zurück. Unter Zugbeanspruchung findet 
mit Erreichen der Betonzugfestigkeit eine fortschreitende Schädigung (Rißbildung) statt. 
 
Das bekannte σ-ε-Diagramm des Betons (siehe Bild 2.1) stellt dabei die Erstbelastungskurve im Sinne 
einer Hüllkurve dar. Entlastungsprozesse lassen sich näherungsweise linear mit dem Anfangs-E-Modul 
des Betons beschreiben. Die Wiederbelastung folgt in etwa deckungsgleich auf der Entlastungskurve, bis 
der ursprüngliche Spannungs-Dehnungszustand wieder erreicht ist. Bei weiterer Laststeigerung folgt 
diese wieder der Erstbelastungskurve, siehe Bild 2.10. 
 
Je größer das Spannungs- und Dehnungsniveau ist, bei dem eine Entlastung stattfindet, um so größer sind 
auch die zurückbleibenden Restdehnungen. Dieses Verhalten, welches aus den physikalischen Nichtline-
aritäten des Betons resultiert, kann z.B. über Materialgesetze erfaßt werden, die zyklische Beanspruchungen 
berücksichtigen, und es wird damit eine inkrementell-iterative Lösung der Differentialgleichung am Stab 
erforderlich. Zahlreiche Publikationen widmen sich dieser Thematik, stellvertretend seien hier [MA et al, 
1976], [MÜLLER et al, 1998], [ROCA/MARI, 1993], [SCHNEIDER, 2000] und [SUN, 1994] genannt, wobei 
letztgenannter vor allem das Traglastverhalten von Stahlbetonstrukturen im überkritischen Bereich 
beschreibt, also jenseits der Fließgrenze des eingelegten Bewehrungsstahls. 
 
 
 
Bild 2.10   Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Betons unter Be- und Entlastungsprozessen 
                 (Betrachtung im Kurzzeitbereich) 
 
 
Ein wichtiges Anwendungsgebiet liegt hier in allen Untersuchungen, die sich mit dynamischen Bela-
stungen befassen, wie z.B. Erdbebenberechnungen. In diesen Fällen erreichen die Beanspruchungen in 
der Regel die Festigkeitsgrenzen des Materials (Beton), so daß hier das elastisch-plastische Verhalten mit 
Beachtung zyklischer Plastizierungen berücksichtigt werden sollte. 
 
Für Langzeitbetrachtungen an Betonbauteilen spielen die Einflüsse aus Be- und Entlastungsprozessen vor 
allem dann eine Rolle, wenn neben den kriecherzeugenden Dauerlasten kurzzeitige Beanspruchungen 
deutlich über dem Gebrauchslastniveau vorliegen, die meist mit hohen Dehngeschwindigkeiten einher-
gehen und damit zu einer Werkstoffschädigung führen. Dies ist z.B. bei stoßartigen Belastungen der Fall, 
siehe [EIBL/BLOCK, 1981 und 1982] und [FEYERABEND, 1988]. Die Erfassung dieser Schädigungseffekte 
kann z.B. durch endochrone Werkstoffgesetze erfolgen, siehe [STEBERL, 1986]. 
 
In den meisten praxisrelevanten Fällen unterliegen langzeitbeanspruchte Betonkonstruktionen statischen 
oder quasistatischen Beanspruchungen, die meist nicht über den Gebrauchslastbereich bis ca. 0,45 fc 
hinausgehen. Hier liegen die Entlastungs- und Wiederbelastungskurve auf oder sehr dicht an der Erst-
belastungskurve (siehe Bild 2.10), so daß die o.g. Effekte keinen nennenswerten Einfluß auf derartige 
Berechnungen haben. 
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2.1.6 Formulierung des Gesamt-Stoffgesetzes 
 
 
Zur Beschreibung des tatsächlichen Gesamtmaterialverhaltens des Betons infolge Kurzzeit- und Langzeit-
belastung mit Unterscheidung der Anteile der irreversiblen Fließverformung und der verzögert elastischen 
Verformung sowie unter Einbeziehung der Schwindverformungen werden die in den vorangegangenen 
Abschnitten vorgestellten Materialmodelle nach dem Prinzip einer Reihenschaltung zusammengesetzt, 
wie in Bild 2.11 zu sehen. Das Schwinden ist dabei symbolisch dargestellt, dieser spannungsunabhängige 
Anteil wird als reine Dehnungs-Zeit-Funktion dem Materialmodell additiv angefügt. 
 
 
 
Bild 2.11   Prinzipdarstellung für ein Gesamt-Materialmodell zur Erfassung von Kurzzeitbelastung und 
                  Langzeitwirkungen aus Kriechen und Schwinden (gilt für Druck- und Zugbereich) 
 
 
Wie das Bild 2.11 zeigt, können die in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Einzelkomponenten zur gesonderten 
Erfassung der Anteile aus Fließverformung und verzögert elastischer Verformung in beliebiger Anzahl 
eingebaut werden. Dementsprechend erweiterbar ist auch das im folgenden hergeleitete Stoffgesetz 
gestaltet. Für die konkreten Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit, die in den Kapiteln 3 und 4 aus-
geführt werden, wird das o.a. Materialmodell gemäß der Darstellung in Bild 2.12 verwendet, also mit 
einem Fließdämpfer und zwei nachgeschalteten Feder-Dämpfer-Einheiten. 
 
 
 
Bild 2.12   Diskretes Materialmodell für die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen 
                  (mit cel symbolisch für die jeweiligen Parameter im Druck-, Zug- und Tension Stiffening-Bereich) 
 
 
Das Ziel ist die Formulierung einer σ-ε-t-Beziehung für die im Beton vorhandene Gesamtspannung σ(t) 
und die Gesamtdehnung ε(t). Ausgehend vom Materialmodell nach Bild 2.11 wird ein Ansatz über die 
Dehnungen gewählt, die sich als Summe aller einzelnen Dehnungsanteile mit 
 
ε t( ) εel t( )
i
εfl.i t( )∑+
j
εv.el.j t( )∑+ εschw t( )+=
 
(2.11)
 
zusammensetzen, wobei spannungsabhängige und spannungsunabhängige sowie lineare und nichtlineare 
Anteile (Kurzzeitdehnung mit den bereichsweise geltenden Gleichungen 2.2, 2.3, 2.4) enthalten sind. Die 
Summationsindizes „i“ und „j“ beziehen sich auf die Anzahl der jeweils eingebauten Einzelelemente. 
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Die Kurzzeitdehnung εel(t) resultiert aus den jeweiligen Kurzzeitstoffgesetzen gemäß Abschnitt 2.1.1 und 
ist demzufolge für Druckbereich, Zugbereich im ungerissenen Zustand und Tension Stiffening-Bereich 
gesondert zu erfassen. Das bedeutet, daß für alle folgenden Betrachtungen diese drei Fälle immer separat 
zu unterscheiden sind. Im Materialmodell werden sie zur Veranschaulichung vereinfacht mit der Feder cel 
dargestellt, die symbolisch für das bereichsweise nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Verhalten steht. 
 
Die Anteile aus Fließdehnung εfl.i(t) sind unter Berücksichtigung eines oder mehrerer alternder Dämpfer-
parameter dF.i(t) gemäß Gleichung (2.6) zu bestimmen. Die Dehnungsanteile aus verzögert elastischer 
Verformung εv.el.j(t) mit den Feder-Dämpfer-Einheiten cj und dj ergeben sich nach Gleichung (2.7).  
 
Der Anteil der Schwinddehnung wird über eine spannungsunabhängige Zeitfunktion nach (Gleichung 2.10) 
erfaßt. Für die im Rahmen dieser Arbeit durchzuführenden Berechnungen zum Trag- und Verformungs-
verhalten unter Langzeitbeanspruchung ist es in der Regel ausreichend genau, die in das Materialmodell 
eingehende Schwinddehnung ab dem Zeitpunkt t0 der Lastaufbringung mit εschw(t0) = 0 anzusetzen, d.h. 
die seit Schwindbeginn ts0 stattgefundene Schwinddehnung εschw(t0 - ts0) wird vernachlässigt. Möchte man 
hingegen die Schwindrißbildung im jungen Betonalter näher beurteilen, so ist eine detaillierte Betrachtung 
des Schwindverhaltens im erhärtenden Beton unerläßlich, da sich in Wechselwirkung mit der vorhan-
denen Stahlbewehrung Zwangsspannungen und Umlagerungsschnittgrößen ausbilden können. 
 
Ausgehend vom o.a. Materialmodell ist die Formulierung einer mathematisch geschlossenen σ-ε-t-
Beziehung meist nur in wenigen Ausnahmefällen möglich, nämlich wenn alle eingebauten Komponenten 
linearer Natur sind. Dann läßt sich jede Kombination dieser einzelnen rheologischen Grundelemente 
durch eine lineare Differentialgleichung der Form 
 
(n)
n210
(n)
n210 εb...εbεbεbσa...σaσaσa ⋅++⋅+⋅+⋅=⋅++⋅+⋅+⋅ &&&&&&  
 
(2.12)
 
ausdrücken, wobei ai und bi konstante Koeffizienten sind. Der Grad n der höchsten Ableitung bestimmt 
sich entsprechend der Anzahl der eingebauten Dämpfer bzw. Feder-Dämpfer-Einheiten. Mit Kenntnis der 
bekannten Eingangsgrößen und deren Zeitgeschichte („Erregerfunktion“) erhält man daraus die gesuchte 
Ausgangsgröße („Antwortfunktion“), also z.B. bei vorgegebener Spannung und bekannter Spannungs-
geschichte die daraus resultierende zeitliche Entwicklung der Dehnung, vgl. [ALTENBACH, 1994]. Die 
mathematisch geschlossene Auflösung von Gleichung (2.12) ist meist nur bis zu n = 3 mit vertretbarem 
Aufwand möglich, siehe z.B. [BRONSTEIN, 1991], und scheidet für praktische Anwendungen aufgrund 
der größeren Anzahl der eingebauten Einzelelemente damit aus. Auch für nichtlineares Verhalten, wie im 
vorliegenden Falle des Betons, ist diese Variante nicht zu gebrauchen. 
 
Die Alternative besteht in der Erzeugung eines inkrementellen Stoffgesetzes, welches ausgehend von 
einem bekannten Ausgangszustand mit der dort vorhandenen Spannung σ(t0) und Dehnung ε(t0) die zeit-
liche Veränderung zu einem gesuchten Endzustand liefert, wobei zu diesem entweder die Spannung oder 
die Dehnung bekannt (bzw. vorgegeben) sein muß. Für die Betrachtungen in dieser Arbeit wird das Stoff-
gesetz zum Einbau in die Gleichgewichtsbedingungen benötigt (s. Kap. 3) und ist in der Form σ = f(ε,t) 
bereitzustellen. Die inkrementelle Vorgehensweise erfordert dabei nicht nur die Kenntnis der Gesamt-
dehnung ε(t), sondern es wird jede einzelne Teildehnung ε(...)(t) benötigt, die an jedem einzelnen Element 
des Materialmodells vorhanden ist. Dies wiederum bedingt einen entsprechend hohen Aufwand an 
Datenhaltung, da jeder zeitabhängige Dehnungsanteil ein Integral gemäß Gleichung (2.6) bzw. (2.7) 
beinhaltet, welches dessen jeweilige gesamte Spannungsgeschichte über den Zeitverlauf repräsentiert. 
Geeignete Möglichkeiten, diese Daten numerisch bereitzustellen, werden in Kapitel 3 aufgezeigt. 
 
Als Ausgangspunkt für das inkrementelle Stoffgesetz wird ein hinreichend kleines Zeitinkrement Δt vom 
Ausgangszeitpunkt tx bis zum Endzeitpunkt tx+1 betrachtet. Es gilt : 
 
tx 1+ tx Δt+= . 
(2.13)
 
Die in den einzelnen Dehnungsanteilen auftretenden Integrale werden dann pro Zeitinkrement Δt 
linearisiert und nach dem Verfahren der numerischen Quadratur ausgewertet. 
 
2.1  Beton 23
 
Mit dieser Vorgehensweise läßt sich die am Beton vorhandene Gesamtdehnung ε(tx+1) unterteilen in die 
bekannte Dehnung ε(tx) vom Beginn der Lastaufbringung t0 bis zum Ausgangszeitpunkt tx des betrach-
teten Inkrements und den zu bestimmenden Dehnungszuwachs Δε bis zum aktuellen Zeitpunkt tx+1. Die 
einzelnen Dehnungsanteile für die Fließverformung werden bestimmt zu : 
 
 εfl.i tx 1+( )
τ t0=
tx 1+
τ
1
dF.i τ( )
σ τ( )⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d=
t0
tx
τ
1
dF.i τ( )
σ τ( )⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d
tx
tx 1+
τ
1
dF.i τ( )
σ τ( )⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d+=
 
 εfl.i tx 1+( ) Ifl.i t0 tx,( )
1
dF.i tx( )
σ tx( )⋅
1
dF.i tx 1+( )
σ tx 1+( )⋅+⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
Δt
2
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(2.14)
 
und diejenigen für die verzögert elastische Verformung zu : 
 
εv.el.j tx 1+( )
1
dj
e
cj−
dj
tx 1+⋅
⋅
τ t0=
tx 1+
τe
cj
dj
τ⋅
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(2.15)
 
Die in den Gleichungen (2.14) und (2.15) jeweils ersten Integralanteile vom Belastungsbeginn t0 bis zum 
Ausgangszeitpunkt des betrachteten Inkrementes tx sind bekannt und werden im folgenden mit Ifl.i(t0,tx)     
für die Anteile der Fließverformung und mit Iv.el.j(t0,tx) für die Anteile aus verzögert elastischer Verfor-
mung bezeichnet. Diese Größen sind in geeigneter Weise bereitzuhalten (siehe Kapitel 3). 
 
Der zweite Integralanteil beinhaltet nunmehr als einzige unbekannte Größe die zum Endzeitpunkt des 
betrachteten Inkrementes gesuchte Spannung σ(tx+1). Gemäß dem Ansatz des Materialmodells werden 
alle Dehnungsanteile aufsummiert und für den Endzeitpunkt tx+1 des betrachteten Zeitinkrements 
angeschrieben : 
 
ε tx 1+( ) εKurzzeit tx 1+( )=
....
i
Ifl.i t0 tx,( )
1
dF.i tx( )
σ tx( )⋅
1
dF.i tx 1+( )
σ tx 1+( )⋅+⎛⎜
⎝
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⎟
⎠
Δt
2
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⎥
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.... εschw tx 1+( )+ .  
 
(2.16)
 
Alle bekannten und konstanten Größen des Zeitpunktes tx werden zum Ausdruck G(tx) und all jene des 
Zeitpunktes tx+1 zum Ausdruck K(tx+1) zusammengefaßt. Ferner wird die Summe aller Integrale für die bis 
zum Inkrementanfang tx stattgefundenen einzelnen Kriechdehnungen mit R(t0,tx) bezeichnet. 
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Mit diesen inkrementweise jeweils neu zu bestimmenden Hilfsgrößen 
 
 G tx( )
i
1
dF.i tx( )∑
j
1
dj
e
cj−
dj
Δt⋅
⋅∑+
⎛⎜
⎜
⎜
⎝
⎞⎟
⎟
⎟
⎠
Δt
2
⋅=
 
(2.17)
 
 K tx 1+( )
i
1
dF.i tx 1+( )∑
j
1
dj∑+
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
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Δt
2
⋅=
 
(2.18)
 
 R t0 tx,( )
i
Ifl.i t0 tx,( )∑
j
e
cj−
dj
tx 1+⋅
Iv.el.j t0 tx,( )⋅∑+=
 
(2.19)
 
ergeben sich folgende Beziehungen in ε(tx+1)-σ(tx+1)-Form für den Druckbereich (Index „d“), den unge-
rissenen Zugbereich (Index „z“) sowie den Tension Stiffening-Bereich (Index „ts“) 
 
 εd tx 1+( )
p2−
2 p1⋅
p2
2
4 p1
2⋅
1
p1
σd tx 1+( )⋅++ K tx 1+( ) σd tx 1+( )⋅+
i j,( )
ε tx tx 1+,( )∑+=
 
(2.20)
 
 εz tx 1+( )
1
cel
σz tx 1+( )⋅ K tx 1+( ) σz tx 1+( )⋅+
i j,( )
ε tx tx 1+,( )∑+=
 
(2.21)
 
 εts tx 1+( )
q2−
2 q1⋅
q2
2
4 q1
2⋅
q3
q1
−
1
q1
σ ts tx 1+( )⋅+− K tx 1+( ) σ ts tx 1+( )⋅+
i j,( )
ε tx tx 1+,( )∑+=
 
(2.22)
 
wobei die Summe der bekannten Dehnungsanteile zu 
 
i j,( )
ε tx tx 1+,( )∑ G tx( ) σ tx( )⋅ R t0 tx,( )+ εSchw tx 1+( )+=
 
 
(2.23)
 
zusammengefaßt ist. Dieser Ausdruck beinhaltet alle Anteile aus Fließverformung und verzögert elasti-
scher Verformung entsprechend der Anzahl der im Materialmodell jeweils eingebauten Einzelelemente 
(Indizes „i“ und „j“) sowie den Anteil der Schwinddehnung. 
 
Diese Stoffgesetze gelten für den einaxialen Spannungszustand und beziehen sich in der hier angeschrie-
benen Form zunächst auf eine einzelne gedrückte bzw. gezogene Betonfaser. Für die nachfolgenden 
Betrachtungen am Querschnitt werden alle enthaltenen Bestimmungsgrößen für Dehnung, Spannung und 
die einzelnen Integralanteile jedoch als Funktion über die gesamte Querschnittshöhe benötigt. Damit ist 
zusätzlich die Abhängigkeit von der Querschnittshöhenlage z in den o.a. Gleichungen (2.19) bis (2.23)     
zu berücksichtigen. Da die Stoffgesetze zur Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen ausgehend von 
einem bekannten (bzw. vorgegebenen) Dehnungszustand benötigt werden, sind sie nach σ(z,tx+1) aufzu-
lösen. Die Umformung in die erforderliche Form ist im Anhang A im Detail dargestellt. Die im Ergebnis 
entstehenden inkrementellen Stoffgesetze für die Betonspannungen sind in Tabelle 2.5 zusammengefaßt. 
Sie bilden die Grundlage für die Beschreibung des zeitabhängigen Materialverhaltens des Betons in den 
weiterführenden Berechnungen. 
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2.2 Fasern 
 
 
2.2.1 Überblick zu den verschiedenen Faserarten 
 
 
Ausgehend vom klassischen Stahlbeton lassen sich zunächst grundsätzliche Eigenschaften ableiten, die 
von den als Bewehrungskomponenten einzusetzenden Fasern gefordert werden. Hierzu zählen unter 
Kurzzeitaspekten eine hohe Zugfestigkeit, ein möglichst hoher Elastizitätsmodul und eine ausreichend 
große Bruchdehnung. Unter Langzeitbelastung sollten die Fasern eine möglichst geringe Kriechneigung 
und keine zu große Alterung aufweisen. Ferner wird infolge der Einbettung im alkalischen Betonmilieu 
eine ausreichende chemische Beständigkeit hierfür gefordert. 
 
Einen Überblick über die verschiedenen, für den Einsatz im Betonbau in Frage kommenden Faserarten 
gibt [CURBACH et al, 1998]. Es lassen sich Natur- und Chemiefasern unterscheiden. 
 
Aus der Gruppe der Naturfasern spielen dabei vor allem mineralische Fasern und hier speziell Asbest die 
Hauptrolle, dessen mechanische Eigenschaften eine Anwendung als Kurzfaserbewehrung in Beton gestat-
ten. Bereits in der Antike vor 2.500 Jahren nutzten römische Baumeister diese Fasern zur Verbesserung 
der baumechanischen Eigenschaften von opus caementitium. In großen Mengen kamen Asbestfasern ab 
der Mitte des vorigen Jahrhunderts zum Einsatz, da diese sehr einfach und zu niedrigen Preisen gewonnen 
und weiterverarbeitet werden können. Die Festigkeiten von Asbestfasern sind je nach deren Zusammen-
setzung starken Streuungen unterworfen und liegen in der Größenordnung von 300...2.300 N/mm². Zu 
den weiteren maßgebenden Eigenschaften zählen eine hohe Temperatur- und Feuerbeständigkeit und die 
Resistenz gegenüber Säuren und Laugen. Die meisten Asbestfasern sind eher spröder Natur und haben 
kurze Faserlängen, sie sind damit i.d.R. nicht zur Verspinnung geeignet. Dementsprechend gestalten sich 
die Hauptanwendungsgebiete. Asbestfasern werden als Kurzfaserbewehrung für Platten und Wellplatten, 
Fassadenelemente, Rohre u.v.a. eingesetzt, die in den Bereichen der Haus- und Grundstücksinstallation, 
Innenausbau, Wärme- und Brandschutz, Medienisolation, Dichtungen und anderen bautechnischen 
Anwendungen gebraucht werden. Ab den 50-er Jahren des vorigen Jahrhunderts waren Asbestfasern 
Gegenstand umfangreicher Forschungen, stellvertretend seien hier [BOWLES, 1955], [FRIESER, 1958], 
[ULLRICH, 1952] und [MATTHEWS/MAUERSBERGER, 1954] genannt. Mit zunehmendem Kenntnisstand 
über die Eigenschaften der Asbestfasern wurde auch deren krebserregende Wirkung auf den Menschen 
erkannt, die aus der mikrostrukturellen Zusammensetzung des Asbeststaubes resultiert. Aus diesem 
Grunde ist die Verwendung von Asbestfasern stark zurückgegangen, in den meisten Industrieländern 
spielen sie heute praktisch keine Rolle mehr. 
 
Weiterhin zählen zur Gruppe der Naturfasern sämtliche pflanzlichen Faserarten, wie Baumwolle, Flachs, 
Hanf, Seide sowie auch tierische Fasern, Borsten u.ä. Für Anwendungen im Betonbau spielen all diese 
jedoch gegenwärtig keine Rolle. 
 
Die Gruppe der Chemiefasern, die sämtliche Arten industriell hergestellter textiler Faserstoffe bezeichnet, 
unterteilt man nach [DIN 60001] in Fasern aus natürlichen Polymeren, aus synthetischen Polymeren und 
aus anorganischen Stoffen. Für industrielle Anwendungen relevant sind dabei die beiden letztgenannten. 
 
Polymerfasern bestehen aus zu Makromolekülen aneinandergereihten Atomgruppen (Monomere), die 
durch Polymerisation, Polykondensation oder Polyaddition hergestellt werden. Die mechanischen 
Eigenschaften leiten sich aus dem atomaren Aufbau ab. So besitzen Polymerfasern in der Regel eine recht 
hohe Zugfestigkeit in der Größenordnung von Betonstahl oder höher, haben jedoch meist einen sehr 
geringen Elastizitätsmodul und weisen unter Langzeitbelastung ein ausgeprägtes viskoelastisches 
Verhalten auf. Unter rheologischen Aspekten bezeichnet man derartige Fasern auch als „unterkühlte 
Flüssigkeit“, siehe [BOBETH, 1993]. Polymerfasern finden ihren Einsatz daher hauptsächlich im Bereich 
der Textilindustrie. Für Anwendungen als Bewehrungselemente im Beton kommen hier am ehesten 
Aramid- und Carbonfasern in Betracht, ggf. auch Polypropylenfasern. 
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Eine der gegenwärtig wichtigsten textilen Fasern für den Einsatz als Bewehrungskomponente ist die Glasfaser, 
die in die Gruppe der Chemiefasern aus anorganischen Rohstoffen einzuordnen ist. Sie zeichnet sich durch 
gute mechanische Eigenschaften und ihre im Vergleich zu anderen Fasern preisgünstige Verfügbarkeit aus. 
Glasfasern eignen sich vor allem auch zur Verspinnung zu Langfasersträngen, was die Herstellung von 
uniaxial ausgerichteten Bewehrungskomponenten und die Erzeugung von zwei- und dreidimensionalen 
Gelegestrukturen ermöglicht, siehe [WULFHORST et al, 1993] und [FLEMMING et al, 1995]. 
 
Der Vollständigkeit wegen sollen an dieser Stelle noch metallische und keramische Fasern erwähnt 
werden. Metallfasern, deren mechanische Eigenschaften den allgemein bekannten Stahleigenschaften 
entsprechen, sind als Kurzfaserbewehrung für Stahlfaserbeton weit verbreitet und werden vorrangig im 
Industrie-Fußbodenbau eingesetzt, siehe [MAIDL, 1991] und [SCHNÜTGEN, 1993]. Keramikfasern weisen 
neben guten mechanischen Eigenschaften vor allem eine hohe thermische Beständigkeit auf, sind im 
Vergleich zu anderen Fasern aber auch wesentlich teurer, [BAUER, 1988]. Sie werden vorrangig in 
Bereichen des Maschinenbaues eingesetzt, wo sie extremen Einwirkungen unter hohen Temperaturen 
standhalten müssen. 
 
 
 
 
2.2.2 Fasern für bautechnische Anwendungen 
 
 
2.2.2.1 Glasfasern 
 
 
Der Einsatz von Glas im Bauwesen ist nicht neu. Bereits im 4. Jahrtausend v.Chr. war es den Ägyptern 
bekannt, die Römer nutzten es als Fensterfüllung. Im Mittelalter war Venedig der bedeutendste Sitz der 
Glasherstellung. Eine eingehende zeitgenössische Beschreibung über das Blasen von Glas und der dazu 
notwendigen Technologie verfaßte der Benediktinermönch [THEOPHILUS, 12. Jh.]. Glasfasern und ihren 
chemischen Aufbau entdeckten erstmals die Chinesen in der Han-Dynastie von 220-200 v.Chr., die 
industrielle Fertigung dieser Fasern konnte jedoch erst mit den technologischen Möglichkeiten ab Beginn 
des 20. Jahrhunderts erfolgen. 
 
Die Grundbestandteile für die Herstellung von Glas und Glasfasern sind Quarzmehl (SiO2) und ver-
schiedene Silikate, also nahezu unerschöpfliche Rohstoffe, sowie verschiedene Zusätze zur gezielten 
Beeinflussung der Materialeigenschaften. Je nach Zusammensetzung der chemischen Bestandteile unter-
scheidet man verschiedene Glasarten. Für den Einsatz als Bewehrungskomponente kommt AR-Glas in 
Frage, welches durch seinen erhöhten Zirkonoxid-Anteil (ZrO2) besonders alkaliresistent ist und       
somit in alkalischer Betonmatrix eingesetzt werden kann. Umfassende Übersichten zu den wichtigsten       
im Bauwesen eingesetzten Glasfasern, deren chemischen Aufbau und Herstellungsverfahren finden sich 
bspw. in [MOHR/ROWE, 1978], [KIENER, 1991], [KLEINHOLZ et al, 1991] sowie in zahlreichen Firmen-
schriften der Gruppen [CEM-FIL], [NEG] und [VETROTEX], drei der weltweit führenden Lieferanten für 
bautechnische Glasfaserbewehrungen. 
 
Zur Herstellung der Glasfasern werden zunächst aus der Schmelze dünnste Fäden, die sog. Filamente mit 
Durchmessern bis zu 40 µm herausgezogen. Das gebräuchlichste Verfahren hierzu ist das Düsenziehver-
fahren, detaillierte Ausführungen hierzu finden sich z.B. in den Faserstoff-Tabellen nach [KOCH, 1993]. 
Anschließend werden die Filamente weiterverarbeitet zu sogenannten Rovings, welche zwischen einigen 
hundert bis mehrere tausend Filamente enthalten. Die Feinheiten liegen bei ca. 155...2500 tex. 
 
Die maßgeblichen Eigenschaften, welche Glasfasern als Bewehrung so interessant machen, sind eine 
hohe Zugfestigkeit bei geringer Dehnung, nahezu linear-elastisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bis 
zum Bruch, gute thermische Eigenschaften, eine starke Resistenz gegenüber Ölen, Fetten, Lösungs-
mitteln sowie Beständigkeit gegen Säuren und Laugen im pH-Wert-Bereich von 3 bis 9. 
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Als nachteilige Eigenschaften der Glasfasern seien die hohe Sprödheit zu nennen, die bei Erreichen der 
Zugfestigkeit zu einem sofortigen Versagen führt sowie die Alterung der Fasern, welche mit einer mehr 
oder weniger stark ausgeprägten Abnahme der Festigkeit einhergeht. Das Langzeitverhalten bei der Be-
messung der Zugkräfte in einer Faserbewehrung ist also dahingehend zu beachten, daß deren Spannungen 
auch nach mehreren Jahrzehnten der Nutzungsdauer eines Tragwerks noch im zulässigen Bereich bleiben  
(unter Beachtung einzuhaltender Sicherheitsmaße), d.h. also die maximalen Zugfestigkeiten der Glasfasern 
unter Kurzzeitbetrachtung nicht voll ausgeschöpft werden können. Maßgebliche Einflußfaktoren für den 
Alterungsprozeß sind die einwirkenden Umweltbedingungen wie Wärme, Feuchte, UV-Strahlung sowie 
ggf. auch biologische Einflüsse, wie z.B. Mikroorganismen, [BOBETH, 1993]. 
 
Bild 2.13 zeigt das typische Materialverhalten von AR-Glasfasern. In Tabelle 2.6 sind deren wichtigste 
Materialparameter zur mechanischen Beschreibung zusammengestellt. 
 
 
 
 
Bild 2.13   Linear elastisches  Spannungs-Dehnungs-Verhalten von AR-Glasfasern 
 
 
Es ist zu erkennen, daß die Zugfestigkeiten der zum Roving versponnenen Filamentbündel um einiges 
unter denen der Einzelfilamente liegen. Ursache hierfür ist die mehr oder weniger ungeordnete Lage der 
Filamente im Garn, so daß es bei Lasteinleitung zunächst zu einer Ausrichtung der Filamente längs der 
Kraftrichtung und damit zu Spannungsspitzen in einzelnen Fasern kommt. Bei Überschreitung der 
Zugfestigkeit der betreffenden Filamente führt dies zum Versagen [PAUCHARD et al, 2001].  
 
Neben dem bereits erwähnten Alterungsprozeß zeigen Glasfasern unter Dauerbelastung auch in geringem 
Umfang ein zeitveränderliches Verhalten ihrer Materialeigenschaften [ABDKADER, 2004]. Dieses Kriech-
verhalten ist in Bild 2.14 für einen exemplarischen Zugversuch mit konstanter Zugkraft dargestellt. 
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Bild 2.14   Dehnungszuwachs eines AR-Glasfasergarnes der Feinheit 640 tex im Langzeitversuch ; 
                  durchgeführt an der TU Dresden, Institut für Textiltechnik im Rahmen des Sonderforschungs- 
                  bereiches 528 „Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstärkung und Instandsetzung“ 
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Die Größenordnung der in den durchgeführten Langzeit-Zugversuchen beobachteten Dehnungszuwächse 
liegt bei ca. 3...5 % gegenüber der sich sofort einstellenden elastischen Verformung. Nach ca. einem 
halben Jahr sind die Kriecherscheinungen weitestgehend abgeklungen. Gegenwärtig wird zum Dauerlast-
verhalten von Glasfasern intensive Grundlagenforschung betrieben, gesicherte Erkenntnisse hierüber 
liegen noch nicht vor. Basierend auf dem bisherigen Wissensstand kann aber davon ausgegangen werden, 
daß die Einflüsse aus Kriechen so gering sind, daß sie insbesondere im für Langzeituntersuchungen 
maßgebenden Gebrauchslastbereich unberücksichtigt bleiben können. Für die Berechnungen im Rahmen 
dieser Arbeit wird deshalb ein linear-elastisches und zeitlich konstantes Materialgesetz angenommen. 
 
Neben den aufgeführten mechanischen Eigenschaften der Glasfasern selbst ist vor allem auch die Ver-
bundwirkung der einzelnen im Roving liegenden Filamente untereinander sowie an der Grenzschicht von 
Filamentgarn und umgebender Betonmatrix von entscheidender Bedeutung. Zahlreiche Untersuchungen 
von bspw. [KRÜGER et al, 2003], [MÄDER et al, 2003], [WALKER-LAUFFER et al, 2004] und [JESSE, 2004] 
haben gezeigt, daß eine Verbesserung des inneren Verbundes des Filamentgarnes zu einer signifikanten 
Erhöhung der Tragfähigkeit im Verbund beiträgt. Um dies zu erreichen, sind neben geometrischen 
Aspekten bezüglich der Ausbildung der Textilgelege (Maschenweite, Fadenanordnung usw.) vor allem 
Filamentbeschichtungen mit flüssigen viskosen Polymerdispersionen eine vielversprechende Maßnahme. 
Sie tragen zur Strukturstabilisierung und damit zu einer besseren Ausnutzung der Materialeigenschaften 
der Filamentgarne bei [KOECKRITZ, 2007]. 
 
Inwiefern derartige Beschichtungen Auswirkungen auf das Dauerlastverhalten der Fasern haben, ist in 
zukünftigen Forschungen zu klären und wird daher im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. 
 
 
 
2.2.2.2 Polypropylenfasern 
 
 
Die zur Gruppe der Polyolefinfasern gehörenden Polypropylenfasern entstehen durch Polymerisation des 
Polypropylens (CH2-CHCH3) zu Makromolekülen mit fadenbildenden Eigenschaften. Mittels verschie-
dener Spinnverfahren werden daraus Filamente hoher Feinheiten hergestellt, aus denen in weiteren 
Verarbeitungsschritten textile Halbzeuge für die verschiedensten Einsatzgebiete erzeugt werden. Ein 
Überblick zu den verschiedenen Herstellungsmethoden und den daraus resultierenden spezifischen Eigen-
schaften kann den Faserstoff-Tabellen nach [KOCH, 1989] entnommen werden. 
 
Für die Materialeigenschaften von Polypropylenfasern ist vor allem das Molekulargewicht sowie der 
Herstellungsprozeß von Bedeutung. Unter mechanischen Gesichtspunkten relevant ist das nahezu linear 
elastische Spannungs-Dehnungs-Verhalten bis zum Bruch bei vergleichsweise geringem E-Modul, der 
unter Langzeitbelastung einer deutlichen Abnahme unterliegt, einhergehend mit einer alterungsbedingten 
Verringerung der Zugfestigkeit, siehe Bild 2.15. 
 
 
 
 
Bild 2.15   Spannungs-Dehnungs-Verhalten von Polypropylenfasern mit Darstellung der zeitlichen 
                  Veränderung der Materialeigenschaften 
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Es ist klar zu erkennen, daß Polypropylenfasern ein stark ausgeprägtes viskoelastisches Materialverhalten 
aufweisen. Ähnlich dem des Betons (vgl. Kap. 2.1.2) können auch hier Anteile aus irreversibler Fließ-
verformung und Anteile aus reversibler verzögert elastischer Verformung unterschieden werden. Die 
Größenordnung der Kriechverformungen liegt jedoch deutlich über derjenigen beim Beton. 
 
Die wesentlichen Materialparameter zur baumechanischen Beschreibung der Polypropylenfasern sind in 
Tabelle 2.6 zusammengestellt. Aufgrund ihrer geringen Steifigkeit und des stark ausgeprägten Kriech-
verhaltens sind sie als tragende Bewehrungskomponenten in Betonbauteilen praktisch nicht geeignet. 
Verwendung im Bauwesen finden sie jedoch in Kurzfaserform als Rißbewehrung z.B. zur Verminderung 
der Schwindrißbildung. Weitere bautechnische Einsatzgebiete sind z.B. Geotextilien und Vliese, die zur 
Baugrundverbesserung, als textile Trennschichten u.ä. genutzt werden können. Hier erweisen sich die 
hohe Beständigkeit des Polypropylens gegenüber Chemikalien, Mikroorganismen und Insekten sowie die 
hohe Abriebfestigkeit als sehr vorteilhaft. 
 
 
 
2.2.2.3 Aramidfasern 
 
 
Aramidfasern gehören zu den synthetischen Hochleistungspolymerfasern, die sich durch ihre hervor-
ragenden chemischen und physikalischen Materialeigenschaften auszeichnen. Der molekulare Aufbau 
besteht aus vollaromatischen Polyamiden, die in Längsrichtung durch kovalente Bindungen zu steifen 
Kettenmolekülen zusammengehalten werden. Untereinander (also in Faserquerrichtung) werden die 
Schichten durch schwächere Wasserstoffbrücken und van-der-Waals-Bindungen miteinander verknüpft. 
Somit ergibt sich eine hochkristalline Struktur mit stark ausgeprägtem anisotropen Materialverhalten, 
gekennzeichnet durch eine sehr hohe Festigkeit und Steifigkeit (hoher E-Modul) längs der Faserrichtung. 
Für weitere Ausführungen zum Aufbau, den verschiedenen Herstellungsverfahren und den maßgeblichen 
Materialeigenschaften sei auf die Faserstoff-Tabellen nach [KOCH, 1989] verwiesen, die wichtigsten 
Angaben zur baumechanischen Beschreibung sind in Tabelle 2.6 zusammengefaßt. 
 
Ihren Einsatz finden Aramidfasern als Schutztextilien gegen thermische und chemische Einflüsse, zum 
Strahlenschutz, für Isolierungen, zur Seil- oder Netzherstellung  sowie bei vielfältigen Faserverbund-
werkstoffen. Auch als Bewehrungskomponente im Beton stellen Aramidfasern eine interessante 
Alternative dar, die weitere Anwendungsbereiche eröffnet. 
 
 
 
2.2.2.4 Carbonfasern 
 
 
Carbon- oder Kohlenstoff-Fasern gehören ebenfalls zu den synthetischen sogenannten Hochleistungs-
polymerfasern mit sehr guten mechanischen Eigenschaften (siehe Tabelle 2.6), und sie besitzen eine 
extrem hohe thermische Beständigkeit. Als Ausgangsstoff dienen Polyarcylnitril (PAN) oder Peche. Die 
daraus mittels verschiedener Herstellungsverfahren entstehenden Fasern weisen in Längsrichtung die 
reine Graphitstruktur auf, d.h. Kohlenstoffatome, die mit kovalenten Bindungen untereinander verknüft 
sind. Durch mehr oder weniger große Abweichungen vom idealen Graphitgitter, durch Fehlstellen oder 
durch Verdrehen der parallelen Schichten (turbostratische Struktur) lassen sich die Materialeigenschaften 
der Fasern gezielt beeinflussen, vgl. Faserstoff-Tabellen nach [KOCH, 1989]. Dadurch entstehen 
verschiedene Typen, die für unterschiedliche Einsatzgebiete geeignet sind. 
 
Zu den maßgebenden Eigenschaften von Carbonfasern zählen neben den bereits erwähnten hohen Festig-
keiten und der extremen Hitzebeständigkeit vor allem auch die hohe Beständigkeit gegen sämtliche 
chemischen und natürlichen Umwelteinflüsse und deren geringe Masse. Daraus leiten sich die wichtigsten 
Einsatzgebiete von Carbonfasern ab. Sie werden hauptsächlich für Verbundwerkstoffe in der Luft- und 
Raumfahrttechnik oder in anderen Bereichen des Maschinenbaus sowie im Sportartikelbereich verwendet. 
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Auch in anderen Bereichen können Carbonfasern überall dort eingesetzt werden, wo sie im Verbund mit 
einer Matrix ihre hohen Zugfestigkeiten ausspielen können, also z.B. als Bewehrungskomponente im 
Betonbau. Aufgrund ihres sehr hohen E-Moduls bietet sich hier der Einsatz als Faserbewehrung in einer 
textilen Verstärkungsschicht an, die einerseits sehr dünn aufgebracht werden kann und andererseits 
bereits bei geringen Dehnungen hohe Zugkräfte aufnehmen soll. Inwiefern derartige Anwendungen 
künftig eine Rolle spielen, wird nicht zuletzt auch von wirtschaftlichen Aspekten abhängen, da 
Carbonfasern vergleichsweise teuer sind. 
 
 
 
2.2.2.5 Zusammenfassung der mechanischen Eigenschaften 
 
 
Nachfolgend sind diejenigen Fasereigenschaften zusammengestellt, die für die mechanische Beschrei-
bung des Materialverhaltens und somit für die Formulierung entsprechender Stoffgesetze relevant sind 
sowie diejenigen, die über eine Eignung zum Einsatz als Bewehrungskomponenten in Beton entscheiden. 
Die aufgeführten Angaben sind weitestgehend aus der einschlägigen Literatur entnommen. Sie stellen 
allgemeingültige Mittelwerte dar und sind daher großen Streubreiten unterworfen.  
 
Für die beiden gegenwärtig wichtigsten textilen Bewehrungsfasern - AR-Glasfasern und Carbonfasern - kann 
aus den an der TU Dresden durchgeführten Untersuchungen im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 
528 „Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstärkung und Instandsetzung“ auf recht fundierte 
Materialkennwerte zurückgegriffen werden. 
 
 
Faser / 
Eigenschaften AR-Glasfasern 
Polypropylen- 
fasern Aramidfasern Carbonfasern 
  Zugfestigkeit 
  [N/mm²] 1.000 ... 2.500 500 ... 1.500 2.400 ... 3.400 2.000 ... 4.000 
  Bruchdehnung 
  [‰] 20 ... 40 150 ... 2.000 15 ... 45 10 ... 20 
  E-Modul 
  [N/mm²] 70.000 ... 80.000 500 ... 5.000 120.000 ... 150.000 200.000 ... 300.000 
  Dichte 
  [g/cm²] 2,40 ... 2,80 0,85 ... 0,95 1,35 ... 1,45 1,70 ... 1,90 
  Ausdehnungs- 
  koeffizient [1/K] 5,0 · 10
 -6 nicht definierbar - 3,5 · 10
 -6 - 1,0 · 10 -7 
  Temperatur- 
  beständigkeit *) bis ~ 500 °C bis ~ 120 °C bis ~ 400 °C bis ~ 3.000 °C 
  Chemische 
  Resistenz sehr gut sehr gut sehr gut sehr gut 
  UV- 
  Beständigkeit sehr gut 
gut, falls 
UV-stabilisiert gering sehr gut 
  Kriechen gering unter Gebrauchslasten 
starkes viskoela-
stisches Verhalten sehr gering sehr gering 
  Alterung bei allen Faserarten in Abhängigkeit von den vorhandenen Umweltbedingungen mehr oder weniger stark ausgeprägt 
 
  *)  Angaben in inerter Atmosphäre ; unter Sauerstoff durch Qxidationseffekte z.T. deutlich geringere Temperaturbeständigkeit (insbes. Carbon) 
 
Tabelle 2.6   Zusammenfassung der physikalischen und chemischen Materialeigenschaften textiler Fasern 
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2.2.3 Ansatz geeigneter Stoffgesetze 
 
 
2.2.3.1 Linear elastisches Materialverhalten, zeitlich konstant 
 
 
Im Mittelpunkt der Untersuchungen soll die Faserbewehrung mittels AR-Glasfasern stehen. Deren linear 
elastisches Materialverhalten wird mit dem HOOKEschen Gesetz beschrieben. Es gilt : 
 
σ EFaser ε⋅= . 
(2.27)
 
Das Materialverhalten wird mit Verweis auf die Ausführungen in Kapitel 2.2.2.1 im Rahmen dieser 
Arbeit als zeitlich konstant betrachtet. 
 
Gleiches gilt für Aramid- und Carbonfasern. Auch hier findet Faserkriechen nur in sehr geringem Umfang 
statt, so daß diese Faserarten ebenfalls hinreichend genau durch Gleichung (2.27) mit ihren jeweiligen     
E-Modulen erfaßt werden können. 
 
 
 
2.2.3.2 Viskoelastisches Materialverhalten (Faserkriechen) 
 
 
Wenn die verwendeten Fasern jedoch ein ausgeprägt viskoelastisches Verhalten aufweisen (hier spez. 
Polypropylenfasern), so kann dieses mittels eines Feder-Dämpfer-Modells nach Bild 2.16 beschrieben 
werden. Der Ansatz wird so gewählt, daß irreversible Verformungsanteile (Fließen) und reversible 
Anteile (verzögert elastische Verformung) getrennt erfaßt werden können. 
 
Analog der Vorgehensweise beim Beton (vgl. Kapitel 2.1.2) können auch hier je nach gewünschter / 
erforderlicher Genauigkeit beliebig viele Feder-Dämpfer-Einheiten in Reihenschaltung anordnet werden. 
Der wesentliche Unterschied zum Beton besteht darin, daß das Spannungs-Dehnungs-Verhalten der 
Fasern bis hin zum Bruch weitestgehend linear ist (vgl. Bilder 2.13 und 2.15). Auch der Anteil der 
irreversiblen Fließverformung nimmt unter Belastung stetig weiter zu ohne sich einem Endwert anzu-
nähern (vgl. Faser = „unterkühlte Flüssigkeit“). 
 
 
 
 
Bild 2.16   Feder-Dämpfer-Modell zur Beschreibung von linearem viskoelastischen Verhalten von 
                  bspw. Polypropylenfasern ;  alle ci u. di = konstant 
 
 
Daraus folgt, daß alle Elemente im o.a. Materialmodell mit konstanten Parametern belegt werden können 
und in der Auswertung auf eine lineare Differentialgleichung gemäß Gleichung (2.12) oder auf eine 
lineare Integralgleichung führen. Im folgenden wird die letztere Variante zur Formulierung des Faser-
Stoffgesetzes weiterverfolgt. 
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Die Summation der einzelnen Dehnungsanteile aus Bild 2.16 ergibt analog der Vorgehensweise aus 
Kapitel 2.1.6 die an der Faser anliegende Gesamtdehnung 
 
 
ε t( ) εel t( )
i
εFl.i t( )∑+
i
εv.el.i t( )∑+=
 
(2.28)
 
und unter Verwendung der bereits beim Beton hergeleiteten Beziehungen für Fließdehnung (Gleichung 2.6) 
und Dehnung aus verzögert elastischer Verformung (Gleichung 2.7) entsteht daraus eine VOLTERRAsche 
Integral-gleichung 2. Art mit variabler oberer Grenze t, wobei im hier vorliegenden Fall alle auftretenden 
Anteile linearer Natur sind : 
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(2.29)
 
Der Vollständigkeit wegen soll nachfolgend kurz aufgezeigt werden, wie der mathematisch geschlossene 
Lösungsweg einer solchen σ-ε-t-Beziehung abzuarbeiten ist. Zunächst ist Gleichung (2.29) nach σ(t) auf-
zulösen. Damit ergibt sich die in der Mathematik gebräuchliche Schreibweise 
 
 σ t( ) cel ε t( )⋅ cel
τ t0=
t
τK t τ,( ) σ τ( )⋅⌠⎮
⌡
d⋅−=
 
(2.30)
 
mit der sog. Kernfunktion 
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e
ci−
di
t τ−( )⋅
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(2.31)
 
Die Lösung dieser Integralgleichung führt nach [RIEDRICH, 1999] auf eine unendliche Reihe der Form 
 
 σ t( ) cel ε t( )⋅ cel
1
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n
cel−( )n
τ t0=
t
τKn t τ,( ) ε τ( )⋅
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(2.32)
 
Die darin enthaltenen Kernfunktionen Kn(t,τ) sind rekursiv durch multiplikative Integration zu bestimmen 
(sog. integrierte Kerne) : 
 
 Kn t τ,( )
s τ=
t
sK t s,( ) Kn 1− s τ,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= .
 
(2.33)
 
Für praktische Berechnungen wird Gleichung (2.32) als Näherungslösung durch endlich viele Anteile der 
Kernfunktionen approximiert. Meist wird man bereits ab n = 3 brauchbare Ergebnisse erhalten. Für diesen 
Fall erhält man die folgende diskretisierte Bestimmungsgleichung für die Faserspannung : 
 
σ t( ) cel ε t( )⋅
τ t0=
t
τcel
2− K1 t τ,( )⋅ cel3 K2 t τ,( )⋅+ cel4 K3 t τ,( )⋅−( ) ε τ( )⋅⌠⎮
⌡
d+= .
 
(2.34)
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Die auftretenden drei Kernfunktionen werden in ihrem Umfang von der Anzahl der im Materialmodell 
eingebauten Elemente bestimmt. Für einen die Fließverformung abbildenden Dämpfer dF und eine 
nachgeschaltete Feder-Dämpfer-Einheit c1 und d1 für die verzögert elastische Verformung lassen  sich die 
folgenden Beziehungen anschreiben : 
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(2.35 a)
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(2.35 b)
 
 K3 t τ,( )
s τ=
t
sK t s,( ) K2 s τ,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= ....= .
 
(2.35 c)
 
Die Ermittlung dieser Kernfunktionen ist bereits ab K3(t,τ) sehr aufwendig, weswegen hier auf die 
vollständige Darstellung in o.a. Gleichung verzichtet wurde. Bei Einbau weiterer einzelner Dämpfer 
sowie weiterer Feder-Dämpfer-Einheiten im Modell nach Bild 2.16 finden sich diese durch weitere 
additive Anteile der Form 
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di
e
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⋅+ ....+
 
 
in der Ausgangs-Kernfunktion K(t,τ) wieder, was den Aufwand zur Erzeugung der nachfolgenden 
integrierten Kerne Kn(t,τ) noch deutlich weiter steigert. 
 
Der Vorteil bei Verwendung der aufgezeigten Lösung in Form einer aus endlich viele Anteilen 
bestehenden Reihe besteht darin, daß nach (wenngleich auch sehr aufwendiger) Bereitstellung dieser, eine 
geschlossene σ-ε-t-Beziehung vorliegt. Diese ermöglicht bei Kenntnis der Dehnungsgeschichte der 
Fasern direkt die Berechnung der gesuchten Spannung zum Zeitpunkt t. Bei zeitlich inkrementeller 
Vorgehensweise genügt es, immer nur die Gesamtdehnung ε(t) zum vorherigen Zeitpunkt bereitzuhalten, 
egal wieviele Einzelelemente das Materialmodell enthält. Damit bleibt der Aufwand an Datenhaltung 
vergleichsweise gering. 
 
Alternativ zur geschlossenen Lösung nach Gleichung (2.32) bis (2.35) läßt sich die Ausgangsgleichung 
(2.29) natürlich auch auf numerischem Wege lösen. Die Vorgehensweise entspricht dann derjenigen aus          
Kapitel 2.1.6 und liefert ein inkrementelles Stoffgesetz, welches das Zeitinkrement Δt vom Ausgangs-
zeitpunkt tx bis zum gesuchten Endzeitpunkt tx+1 beschreibt. Dementsprechend sind dann für alle 
einzelnen Dämpfer und Feder-Dämpfer-Einheiten jeweils deren zugehörige Spannungs-Dehnungs-
Geschichten, ausgedrückt durch die jeweiligen Integralanteile von t0 bis tx bereitzuhalten. 
 
Für praktische Berechnungen textilbewehrter Betonbauteile wäre die numerisch inkrementelle Variante 
vorzuziehen, da der Beton ebenfalls eine solche Herangehensweise erfordert. 
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2.3 Stahlbewehrung 
 
 
Für die im Basisquerschnitt liegende Bewehrung wird im Rahmen dieser Arbeit ausschließlich schlaffe 
Bewehrung mit den im Stahlbetonbau üblichen Betonstählen BSt 420 und BSt 500 angenommen. 
 
Das prinzipielle Spannungs-Dehnungsverhalten ist in Bild 2.17 dargestellt. Im Gebrauchslastbereich wird 
das Materialverhalten entsprechend dem HOOKEschen Gesetz als linear elastisch mit 
 
σ EBew ε⋅=  (2.36)
 
beschrieben, der E-Modul des Bewehrungsstahles wird mit  210.000 N/mm²  zugrunde gelegt. Für Lang-
zeituntersuchungen ist ausschließlich dieser linear-elastische Bereich relevant. 
 
Mit Erreichen der Fließgrenze βs kommt es zu einem deutlichen Dehnungszuwachs bei etwa gleich 
bleibender Spannung, bis bei weiterer Steigerung der Belastung schließlich der Bruchzustand βc erreicht 
wird. Der Fließbereich ist bei den unterschiedlichen Stählen mehr oder weniger stark ausgeprägt und kann 
durch das gewählte Herstellungsverfahren und geeignete Wahl der Zuschläge bei der Legierung entspre-
chend den gewünschten Eigenschaften beeinflußt werden. Für weitere Ausführungen hierzu sei auf die 
einschlägige Fachliteratur verwiesen, z.B. [PETERSEN, 1993]. 
 
 
 
 
Bild 2.17   Spannungs-Dehnungs-Diagramm für Stahl 
 
 
Das Erreichen der Fließgrenze ist mit starken einhergehenden Verformungen verbunden und bedeutet in 
der Regel den Verlust der Gebrauchstauglichkeit des betreffenden Bauteils. In wieweit das Erreichen der 
Fließgrenze gleichzeitig zum Verlust der Tragfähigkeit, d.h. zum Versagen des Systems führt, ist von den 
Lastreserven des Stahls im sogenannten überkritischen Bereich mit Stahlspannungen von βs ≤ σ ≤ βc 
abhängig. Im Gegensatz zu Baustahl ist bei den meisten Betonstählen die Differenz zwischen der Zug-
festigkeit βc und der Fließgrenze βs deutlich kleiner. Deshalb wird im Rahmen dieser Arbeit die Fließgrenze 
auch als Versagenskriterium herangezogen, wenn es um die Beurteilung der im Stahlbetonquerschnitt 
vorhandenen Sicherheiten geht. 
 
Eine zeitliche Veränderung der Materialeigenschaften der Bewehrung wird ebenfalls nicht berücksichtigt. 
Unter Langzeitbelastung neigt zwar auch der Stahl zu einem viskoelastischen Materialverhalten mit 
geringfügig zunehmenden Dehnungen unter konstant einwirkenden Spannungen (Stahlfließen) sowie 
einer Alterung hinsichtlich der Festigkeitseigenschaften, jedoch sind diese Einflüsse minimal und unter 
Gebrauchslasten praktisch nicht von Bedeutung. 
 
Spannstähle bzw. der Lastfall Vorspannung werden im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet. 
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3 Stahlbetonquerschnitt mit textiler 
Verstärkungsschicht im einaxialen 
Spannungszustand 
 
 
3.1 Allgemeine Betrachtungen, Vorbemerkungen 
 
 
Nachdem in Kapitel 2 die Stoffgesetze der Einzelkomponenten für Beton, Stahlbewehrung und textile 
Faserbewehrung zusammengestellt wurden, soll als nächstes deren Zusammenwirken im Verbundquer-
schnitt unter einaxialem Spannungszustand untersucht werden. Gegenstand im Rahmen dieser Arbeit sind 
Querschnitte mit überwiegender Beanspruchung auf Biegung und/oder Druck. Querschnitte mit überwie-
gender Zugbeanspruchung werden nicht behandelt (im Stahlbetonbau nicht relevant). Die Betrachtungen 
erstrecken sich sowohl auf den unverstärkten Basisquerschnitt mit „herkömmlicher“ Bewehrungslage, als 
auch auf den verstärkten Querschnitt mit einer auf der Zugzonenseite angebrachten Schicht aus Feinbeton 
und eingebetteter textiler Faserlage. Die Verstärkungsschicht kann von Beginn der Belastungsgeschichte 
an vorhanden sein oder zu einem späteren Zeitpunkt aufgebracht werden, wenn der Basisquerschnitt 
bereits eine Vorbelastung und Vorverformung mitbringt. Für praktische Berechnungen wird letzteres in 
der Regel der Normalfall sein. 
 
Für die Durchführung der nachfolgenden Berechnungen sind zunächst einige Annahmen und Voraus-
setzungen zu treffen, die das zugrunde liegende mechanische Modell idealisieren. 
 
►  Ebener Verzerrungszustand 
 
Es wird bei Verformung ein eben bleibender Querschnitt angenommen (BERNOULLIsche Hypothese), d.h. 
über die gesamte Querschnittshöhe liegt eine lineare Dehnungsverteilung vor. Dies ist eine elementare 
Voraussetzung für den gesamten, im folgenden aufgestellten Berechnungsalgorithmus. Sie gestattet es, 
mit zwei Bestimmungsgrößen nach dem Prinzip einer Geradengleichung die an jeder Stelle der Quer-
schnittshöhe vorhandene Dehnung für alle seine beteiligten Bestandteile angeben zu können 
 
►  Berechnung nach Theorie 1. Ordnung 
 
Gegenstand der in dieser Arbeit durchgeführten Berechnungen sind vorwiegend biegebeanspruchte 
Bauteile mit Belastungen im Gebrauchslastbereich. Die dabei auftretenden Verformungen sind sehr klein 
im Verhältnis zu den Systemabmessungen. Ferner sind die von auftretenden Normalkräften am ver-
formten System verursachten Biegebeanspruchungen von vernachlässigbarer Größenordnung. Damit ist 
die Berechnung am unverformten System ausreichend genau, die Berechnung am verformten System 
würde hier zu keiner nennenswerten Verbesserung der Ergebnisse führen. 
 
►  Zoneneinteilung des Betons 
 
Ausgehend von den in Kapitel 2 aufgestellten Stoffgesetzen ist für den Beton nichtlineares Material-
verhalten zu berücksichtigen, während Stahl- und Faserbewehrung als linear elastisch betrachtet werden. 
Es wurden hierfür bereichsweise differenzierte Stoffgesetze für die Betondruckzone, für die ungerissene 
Zugzone und für die Zugzone im gerissenen Bereich hergeleitet. Dementsprechend sind diese drei 
Bereiche voneinander abzugrenzen. Die zugehörigen, im folgenden noch näher definierten Bereichs-
grenzen erlauben die qualitative Beschreibung des Betonspannungsbildes, welches Ausgangspunkt für die 
Auswertung der am Querschnitt aufzustellenden Gleichgewichtsbedingungen sein wird. 
 
Sofern es sich um einen verstärkten Querschnitt handelt, wird die auf der Zugzonenseite liegende Beton-
schicht als eine Schicht behandelt und in Höhenrichtung nicht weiter unterteilt. Aufgrund der geringen 
Schichtdicke kann mit den Dehnungs- und Spannungswerten in Schichtmitte gearbeitet werden. 
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►  Keine Einzelrißbetrachtung 
 
In der gerissenen Zugzone des Betons werden keine einzelnen Risse untersucht. Bei den grundlegenden 
Betrachtungen am Querschnitt wird gemäß der vorhandenen Zugdehnung mit der zugehörigen noch 
anteilig anrechenbaren Zugspannung des Betons infolge Tension Stiffening gerechnet. Bei den weiteren 
Betrachtungen an Stabtragwerken entspricht dieses Vorgehen dann dem mittleren Spannungs- und 
Dehnungszustand eines diskretisierten Bereiches (z.B. eines Balkenelementes) mit den dort entstehenden 
Rissen und den Bereichen intakten Betons zwischen den Rissen (verschmiertes Rißbild). 
 
►  Verbund zwischen alle Komponenten des Querschnitts 
 
Es wird zwischen allen Komponenten des Querschnittes ein Verbund angenommen, der vollständig und 
starr ist. Das heißt im einzelnen Verbund zwischen Beton und eingelegter Stahlbewehrung, Verbund 
zwischen dem Beton des Basisquerschnittes und dem darunter angeordneten Feinbeton der Verstärkungs-
schicht und ebenfalls Verbund zwischen der textilen Faserlage und der umgebenden Feinbetonmatrix. 
Während der Verbund zwischen Beton und Stahl als gesichert gelten kann, bedürfen die beiden 
letztgenannten Annahmen einer etwas detaillierteren Betrachtung. 
 
Zum Tragverhalten an der Grenzschicht von Feinbetonmatrix mit dem „Altbeton“ des Basisquerschnitts 
wurden zahlreiche Untersuchungen im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 528 an der TU Dresden 
durchgeführt, siehe [CURBACH et al, 2002] und [ORTLEPP, 2007]. Im Ergebnis kann festgestellt werden, 
daß sich mit entsprechenden Maßnahmen der Oberflächenvorbehandlung, z.B. Aufrauhen, Beschich-
tungen u.ä. eine Haftwirkung an der Altbetonoberfläche erreichen läßt, die ein praktisch unnachgiebiges, 
also starres Verbundverhalten ermöglicht. 
 
Ein weiteres Gebiet umfangreicher Grundlagenforschung ist die Untersuchung des Verbundverhaltens 
zwischen textilen Faserstrukturen und der umgebenden Feinbetonmatrix, welches von vielfältigen 
Einflußfaktoren bestimmt wird. Insbesondere kommt der Unterscheidung zwischen innenliegenden 
Filamenten und außen liegenden, welche im direkten Verbund mit der Grenzfläche zum Beton stehen, 
eine große Bedeutung zu, siehe [BENTUR/MINDESS, 1990] und [BANHOLZER, 2004]. Aus dem Tätigkeits-
umfeld des Verfassers sei vor allem auf die zahlreichen Studien des o.g. Sonderforschungsbereiches 
verwiesen, die zunächst auf experimenteller Ebene das Beton-Faser-Verhalten in Zugversuchen 
verifizieren, [JESSE, 2002] und anschließend unter Verwendung einer phänomenologischen Herangehens-
weise auf der mikrostrukturellen Materialebene entsprechende Materialgesetze formulieren, [RICHTER, 
2005]. Es zeigt sich, daß es an der Grenzschicht von Faser und Feinbeton zu einer Schlupfwirkung 
kommt, die maßgeblich auch durch den Verbund der Filamente untereinander beeinflußt wird. Jedoch 
sind die Vorgänge, die sich im Material abspielen, zu komplex, um sie im Rahmen dieser Arbeit 
detailliert berücksichtigen zu können. Da der Schwerpunkt in den hier durchgeführten Berechnungen auf 
den Langzeitwirkungen aus Kriechen und Schwinden liegt und davon ausgegangen werden kann, daß 
diese abmessungsbedingt hauptsächlich vom Verhalten des Basisquerschnittes bestimmt werden, sind die 
Auswirkungen einer teilweise nachgiebigen Verbundwirkung innerhalb einer textilen Verstärkungs-
schicht - sofern vorhanden - für diese Aspekte eher gering. Also wird der Verbund zwischen textiler 
Faserlage und dem umgebenden Beton für Langzeitberechnungen im Gebrauchslastbereich nicht näher 
spezifiziert, wohlwissend daß an dieser Stelle noch weiterer Forschungsbedarf besteht und entsprechende 
konstitutive Beziehungen zwischen Fasern und Beton vor allem dann berücksichtigt werden sollten, wenn 
Grenzzustände der Tragfähigkeit hiervon abhängig sind. 
 
~ ~ ~ 
 
Ausgehend von den o.a. Voraussetzungen besteht das Ziel in der Beschreibung des Dehnungs- und 
Spannungszustandes am Querschnitt und deren zeitlichen Veränderungen infolge der Auswirkungen aus 
Kriechen und Schwinden. Der Lösungsansatz geht von der Aufstellung der auf dem Spannungsbild 
basierenden Gleichgewichtsbedingungen für die am Querschnitt angreifenden Schnittgrößen, den 
Verträglichkeitsbedingungen der im Verbund liegenden Komponenten Beton, Stahl- und Faserbewehrung 
auf Grundlage des als eben angenommenen Verzerrungszustandes (lineares Dehnungsbild) und den 
Stoffgesetzen, die Spannung und Dehnung miteinander verknüpfen, aus. 
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Für die am Querschnitt durchzuführenden Berechnungen sind als erstes einige Bezeichnungen zu 
definieren, um alle verwendeten Größen eindeutig zuordnen zu können, siehe Bild 3.1. Die Einteilung des 
Betons in die verschiedenen Bereiche für Druck und Zug erfordert eine schichtenweise Abarbeitung über 
die Querschnittshöhe. Somit lassen sich durch eine variable Breite b(z) beliebige Querschnittsgeometrien 
beschreiben, also auch solche mit schrägen Rändern, wie die Abbildung zeigt. Für praktische Anwen-
dungen wird meistens eine konstante oder abschnittsweise konstante Breite b vorliegen. Viele häufig 
verwendete Querschnittsgeometrien, wie Rechteck-, Plattenbalken- oder Doppel-T-Querschnitte lassen 
sich damit sehr einfach erfassen. 
 
 
 
verwendete Indizes : 
 
B ...  Beton, Basisquerschnitt 
 
Bew ...  Bewehrung (Stahl) 
 
B,v ...  Beton, Verstärkungsschicht 
 
F ...  Fasern 
 
o ...  oben → Biegedruckzone *) 
 
u ...  unten → Biegezugzone *) 
 
*)  gilt in dieser Form jeweils für 
    positive Biegemomente 
 
Bild 3.1   Querschnitt und Bezeichnungen 
 
 
Unter Annahme bekannter bzw. vorgegebener Schnittgrößen am Querschnitt werden für einen betrach-
teten Zeitpunkt t die Gleichgewichtsbedingungen formuliert. Es ist : 
 
 
Normalkraft : N t( ) Aσ t( )
⌠
⎮
⌡
d= ,
 
 
(3.1)
 
 
Biegemoment : MR t( ) Az σ t( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= .
 
 
(3.2)
 
Die Schnittgrößen N(t) und MR(t) können zeitlich variabel sein. Das Biegemoment MR(t) bezieht sich auf 
eine bestimmte zu definierende Referenzachse „R“. Im Rahmen dieser Arbeit wird diese für die durchzu-
führenden Berechnungen auf die Querschnittsoberseite gelegt. Die Spannungen σ(t) sind für die einzelnen 
im Verbundquerschnitt liegenden Materialien, d.h. den Beton des Basisquerschnitts, die Stahlbewehrung, 
den Feinbeton der Verstärkungsschicht und die Faserbewehrung getrennt zu erfassen. 
 
Unter der eingangs definierten Annahme des Verbundes aller vorhandenen Querschnittskomponenten 
werden im nächsten Schritt die Verträglichkeitsbedingungen aufgeschrieben. Die Dehnungen in den 
Bewehrungslagen in der Zugzone und - sofern vorhanden - in der Druckzone sind also identisch mit den 
entsprechenden Dehnungen des Betons in der gleichen Höhenlage : 
 
εBew t( ) εB t z hBew=,( )= . (3.3)
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Gleiches gilt für die Dehnungen in der Verstärkungsschicht. Diese werden für die textile Faserlage und 
die umgebende Feinbetonmatrix als identisch angenommen und gleich der Dehnung an der Unterseite des 
Basisquerschnittes unter Beachtung von dessen Vorverformung gesetzt : 
 
εB.v t( ) εF t( )= εB t z hF=,( ) Δεv−= . (3.4)
 
Die zu berücksichtigende Dehnungsdifferenz ΔεV zwischen der Querschnittsunterseite des Basisquer-
schnittes und der Verstärkungsschicht ergibt sich bei nachträglich aufgebrachter Verstärkung infolge der 
vorhandenen Vordehnung zum Zeitpunkt tv der Verstärkungsmaßnahme und ist für den nachfolgenden 
Zeitraum als „Sprung“ im Dehnungsbild zu berücksichtigen : 
 
Δεv εB tv z hF=,( )=  (3.5)
 
(tV  =  Zeitpunkt des Aufbringens bzw. Wirksamwerdens der Verstärkungsschicht) . 
 
Zur Auswertung von Gleichgewicht und Verträglichkeit sind schließlich die Stoffgesetze der beteiligten 
Materialien heranzuziehen, um die formulierten Spannungs- und Dehnungsbeziehungen miteinander zu 
verknüpfen und auswerten zu können. Für den Beton des Basisquerschnittes und den der Verstärkungs-
schicht werden die Beziehungen nach Kapitel 2.1.6 mit den entsprechenden Materialparametern für die 
jeweiligen Betonrezepturen angewendet, d.h. nichtlineares viskoelastisches Materialverhalten mit Unter-
scheidung der Druck- und Zugzonenbereiche. Die Stahl- und Faserbewehrung werden als linear elastische 
und zeitlich konstante Komponenten betrachtet. 
 
Mit den Bezeichnungen aus Bild 3.1 für die jeweiligen Querschnittskomponenten und den gleichlau-
tenden Indizes für die zugehörigen Spannungen ergibt sich das resultierende Gesamtgleichungssystem 
zur Auswertung der am Querschnitt einwirkenden Beanspruchungen, welches die Ausgangsbasis für die 
nachfolgenden Betrachtungen bildet : 
 
 N t( ) zσB z t,( ) b z( )⋅
⌠⎮
⎮⌡
d σBew t( ) ABew⋅+ σB.v t( ) AB.v⋅+ σF t( ) AF⋅+= ,
 
(3.6)
 
 MR t( ) zσB z t,( ) b z( )⋅ z⋅
⌠⎮
⎮⌡
d σBew t( ) ABew⋅ hBew⋅+ σB.v t( ) AB.v⋅ hF⋅+ σF t( ) AF⋅ hF⋅+= .
 
(3.7)
 
   Anteil Beton        Anteil       Anteil Beton   Anteil 
         Basisquerschnitt    Bewehrung Verstärkungsschicht  Fasern 
 
Wesentlicher Bestandteil dieser Gleichungen ist die Integration der Betonspannungen über die Quer-
schnittshöhe. Je nach Belastungsniveau kann ein vollständig überdrückter Querschnitt, ein ungerissener 
Querschnitt mit Druck- und Zugzone oder ein gerissener Querschnitt mit zu berücksichtigendem Tension 
Stiffening-Bereich vorliegen. Folglich ist das Integral der Betonspannungen in diese drei Bereiche zu 
unterteilen, die höhenmäßig voneinander abzugrenzen sind. 
 
Es sei noch angemerkt, daß in den o.a. Gleichungen die Anteile aus Stahlbewehrung der Übersichtlichkeit 
wegen in einem Ausdruck mit dem Index „Bew“ zusammengefaßt sind. In den konkreten Berechnungen 
sind dann natürlich die Bewehrungen in Zugzone und ggf. Druckzone separat zu erfassen. Gleiches gilt 
für den Fall, daß auch auf der Druckzonenseite eine textile Verstärkungsschicht vorhanden sein sollte. 
Dies kann z.B. bei Verstärkungsmaßnahmen im Bereich von Momentennullpunkten vorkommen, wo sich 
die Verstärkungsschichten bereichsweise überlappen. In den aufgestellten Berechnungsalgorithmen sind 
diese Varianten jeweils mit berücksichtigt, auch wenn in den textlichen Ausführungen und Herleitungen 
darauf nicht näher eingegangen wird. 
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3.2 Berechnung der Dehnungen und Spannungen 
am Querschnitt 
 
 
3.2.1 Bestimmung der Anfangswerte zum Zeitpunkt t0 
 
 
Die Untersuchung des zeitabhängigen Tragverhaltens eines Bauteils oder Bauwerks soll definitionsgemäß 
zum Zeitpunkt der Erstbelastung t0 beginnen. Dies ist jener Zeitpunkt, zu dem der Beton eine ausrei-
chende Festigkeit zur Lastabtragung erreicht hat und mit den vorgesehenen Belastungen beaufschlagt 
wird (z.B. 28 Tage). Demzufolge werden ab t0 die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens und die 
damit einhergehenden Veränderungen im Trag- und Verformungsverhalten des Querschnitts betrachtet. 
 
Unter Verwendung der entsprechenden Kurzzeitstoffgesetze ist als erstes der Spannungs- und Verfor-
mungszustand des zu untersuchenden Bauteils / Bauwerks bereitzustellen. Im Falle statisch bestimmter 
Systeme können aus den angreifenden Belastungen direkt die zugehörigen Schnittgrößen und so das sich 
am Querschnitt ausbildende Spannungs- und Dehnungsbild ermittelt werden. Bei statisch unbestimmten 
Systemen wird mit einer schrittweisen Lastaufbringung gearbeitet (sog. inkrementelle Laststeigerung), 
bei der für jedes Lastinkrement mittels geeigneter FE-Berechnung die zugehörigen Schnittgrößen und 
daraus wiederum das entsprechende Spannungs- und Dehnungsbild ermittelt werden. Anhand dieses sind 
elementweise die zugehörigen Steifigkeiten zu bestimmen, welche die Ausgangsbasis für das nächste 
Lastinkrement bilden. Diese Vorgehensweise ist bei statisch unbestimmten Systemen unumgänglich, da 
die unterschiedlichen Beanspruchungen zu bereichsweise unterschiedlichen Steifigkeiten führen und 
somit maßgeblich die Verteilung der Schnittgrößen beeinflussen. 
 
In jedem Falle wird ausgehend von bekannten Schnittgrößen N(t0) und MR(t0) - entweder für die volle 
Belastung oder für einen Einzellastschritt - das zugehörige Dehnungs- und Spannungsbild zu bestimmen 
sein. Dieses wird unter Vorgabe linearer Dehnungsverteilung den in Bild 3.2 dargestellten prinzipiellen 
Aufbau haben. Je nach Beanspruchung und Spannungsverteilung müssen nicht alle dargestellten Teil-
bereiche komplett vorhanden sein (z.B. bei vollständig überdrücktem oder ungerissenem Querschnitt). 
 
 
 
Bild 3.2   Dehnungs- und Spannungszustand am Querschnitt zum Zeitpunkt t0 der Erstbelastung 
                (Bewehrung hier exemplarisch nur für Zugzone dargestellt) 
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Wie im Bild 3.2 dargestellt, werden die Dehnung an der Querschnittsoberseite künftig mit ε0, das Maß bis 
zur Nullinienlage mit s0 bezeichnet, wobei der Index „0“ den Anfangszustand zum Zeitpunkt t0 kenn-
zeichnet. Die beiden Größen ε0 und s0 dienen fortan als Bezugsgrößen, um damit alle weiteren benötigten 
Dehnungen ausdrücken zu können. Ebenfalls dargestellt ist die Abgrenzung der Bereiche des ungeris-
senen und gerissenen Betons in der Zugzone, in Anlehnung an das σ-ε-Diagramm (vgl. Bild 2.2) sind 
diese Bereichsgrenzen mit den Indizes „ct1“ und „ct2“ bezeichnet. In der Abbildung ist zunächst der reine 
Beton-Basisquerschnitt mit eingelegter Stahlbewehrung dargestellt, eine Verstärkungsschicht mit textiler 
Faserlage wird zum Zeitpunkt t0 in der Regel nicht vorhanden sein. 
 
Somit lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen am Querschnitt für die Schnittgrößen N(t0) und MR(t0) 
anschreiben, wobei das Betonspannungsintegral in die drei dargestellten Bereiche aufgespalten wird : 
 
 N t0( )
z 0=
s0
zσd z( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d
z s0=
zct1
zσz z( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+
z zct1=
zct2
zσ ts z( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+ σBew ABew⋅+= ,
 
(3.8)
 
MR t0( )
z 0=
s0
zz σd z( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d
z s0=
zct1
zz σz z( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+
z zct1=
zct2
zz σ ts z( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+ σBew ABew⋅ hBew⋅+= .
 
 (3.9)
 
Unter Beachtung der in Bild 3.2 dargestellten geometrischen Beziehungen läßt sich die in jeder Höhen-
lage z vorhandene Betondehnung über die beiden Größen ε0 und s0 ausdrücken. Es gilt : 
 
εB z( ) ε0 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(3.10)
 
In gleicher Weise wird für die Dehnung in Höhe der Bewehrungslage hBew verfahren, und sofern eine 
Verstärkungsschicht in der Höhenlage hF vorhanden sein sollte, auch für diese : 
 
εBew ε0 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= bzw. εF ε0 1
hF
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= ,
 
(3.11) ; (3.12)
 
Die Bereichsgrenzen für die Zugzone lassen sich ebenfalls in Abhängigkeit von ε0 und s0 anschreiben : 
 
zct1 s0 1
εct1
ε0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= bzw. zct2 s0 1
εct2
ε0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(3.13) ; (3.14)
 
Nach Einsetzen der jeweiligen Beton-Stoffgesetze für σd, σz, und σts in die Gleichungen (3.8) und (3.9) 
sowie unter Verwendung der in den Gleichungen (3.10) bis (3.14) angegebenen Beziehungen erhält man 
ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung von ε0 und s0. Die Auswertung erfolgt numerisch, 
wobei hierfür das NEWTON-Verfahren verwendet wurde. Dazu sind zunächst Näherungswerte für den 
durch ε0 und s0 beschriebenen Anfangs-Dehnungszustand bereitzustellen, für welchen dann die Integrale 
der Betonspannungen ausgewertet sowie die Anteile aus Bewehrung (und ggf. Verstärkungsschicht und 
Faserlage) hinzugezählt werden. 
 
Im Ergebnis erhält man meist schon nach wenigen Näherungsschritten das gesuchte Dehnungs- und 
Spannungsbild für den Ausgangszeitpunkt t0 in der Darstellung gemäß Bild 3.2, welches als Grundlage 
für die folgenden Betrachtungen bereitzuhalten ist. Der ausführliche Berechnungsalgorithmus hierfür ist 
im Anhang B abgedruckt. 
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3.2.2 Kriechen und Schwinden im Zeitinkrement 
 
 
Mit Kenntnis der Ausgangswerte zum Zeitpunkt t0 erfolgt die weitere Vorgehensweise in inkrementellen 
Zeitschritten. In diesem Kapitel konzentriert sich die Betrachtung auf eine einzelne Querschnittsstelle mit 
den dort einwirkenden Schnittgrößen N(t) und MR(t). Diese als bekannt angenommenen Schnittgrößen 
werden innerhalb eines jeden Zeitinkrementes als konstant betrachtet. 
 
Analog der Herleitung der inkrementellen Stoffgesetze für den Beton (vgl. Kapitel 2.1.6) wird ein Zeit-
inkrement Δt vom bekannten Ausgangszeitpunkt tx bis zum gesuchten Endzeitpunkt tx+1 betrachtet. Die 
Gleichgewichtsbedingungen werden für den Zeitpunkt tx+1 angeschrieben. Das Integral der Betonspan-
nungen wird in die Bereiche Druck, Zug und Tension Stiffening mit den zugehörigen Bereichsgrenzen 
unterteilt, und neben der Stahlbewehrung werden die Anteile für den Feinbeton der Verstärkungsschicht 
sowie die textile Faserlage mit hinzugezählt. Alle vorhandenen Bestandteile werden der Übersichtlichkeit 
wegen zu Σ FN.i bzw. zu Σ GM.i (mit i = 1 ... max. 6) zusammengefaßt : 
 
 N tx 1+( )
z 0=
zσ.0
zσd z tx 1+,( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d
zσ.0
zct1
zσz z tx 1+,( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+
zct1
zct2
zσ ts z tx 1+,( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+=
 
 
 
.... σBew tx 1+( ) ABew⋅+ σB.v tx 1+( ) AB.v⋅+ σF tx 1+( ) AF⋅+
i
FN.i εx 1+ sx 1+,( )∑= ,
 
(3.15)
 
 MR tx 1+( )
Z 0=
zσ.0
zz σd z tx 1+,( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d
zσ.0
zct1
zz σz z tx 1+,( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+
zct1
zct2
zz σ ts z tx 1+,( )⋅ b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d+=
 
 
 
.... σBew tx 1+( ) ABew⋅ hBew⋅+ σB.v tx 1+( ) AB.v⋅ hF⋅+ σF tx 1+( ) AF⋅ hF⋅+
i
GM.i εx 1+ sx 1+,( )∑= .
 
(3.16)
 
Die Berechnung der Integrale der Betonspannungen über den Querschnitt erfordert die Kenntnis der 
jeweiligen Integrations- bzw. Bereichsgrenzen zum Zeitpunkt tx+1. Die Größen zct1 und zct2 definieren die 
Zugzone gemäß Bild 3.2, die Nullinienlage im Spannungsbild wurde mit zσ.0 bezeichnet. Mit Beginn des 
Kriechens und Schwindens ist sie nicht mehr identisch mit der Nullinienlage s0 im Dehnungsbild. 
 
Infolge der im zeitlichen Verlauf stattfindenden Veränderungen des Dehnungs- und Spannungszustandes 
am Querschnitt verändern sich diese Bereichsgrenzen in ihrer Höhenlage. Sie sind somit für die Aus-
führung der Integration noch nicht bekannt und müssen mittels eines geeigneten Iterationsprozesses erst 
bestimmt werden. Dies erfolgt nach dem Prinzip, daß ausgehend von einem - zunächst näherungsweise -
angenommenen Dehnungsverlauf zum Zeitpunkt tx+1 diejenigen Stellen z ermittelt werden, an welchen 
über die Stoffgesetze die dort geforderten Spannungen existieren bzw. Null sind. Dieser angenommene 
Dehnungsverlauf wird durch die beiden „Bestimmungsgrößen“ εx+1 und sx+1 definiert, die analog der 
Vorgehensweise in Kapitel 3.2.1 die Betondehnung an der Querschnittsoberseite und die zugehörige 
Nullinienlage des Dehnungsbildes repräsentieren sollen. Anschließend kann die Integration der Beton-
spannungen über den Querschnitt durchgeführt werden. 
 
Die darauf basierende Auswertung der o.a. Gleichgewichtsbedingungen wird zu einem Fehlbetrag 
ΔN(tx+1) bzw. ΔMR(tx+1) führen. Folglich sind in weiteren Näherungsschritten die Eingangsgrößen εx+1 
und sx+1 solange iterativ zu verbessern, bis hinreichend genaue Werte für die Bereichsgrenzen des Beton-
spannungsbildes gefunden und die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind, d.h. die Fehlbeträge ΔN(tx+1) 
bzw. ΔMR(tx+1) gleich Null werden. Hierzu wird das NEWTONsche Näherungsverfahren verwendet. 
 
Die Abarbeitung des gesamten Berechnungsalgorithmus’ für ein einzelnes Zeitinkrement ist nachfolgend 
schematisch dargestellt, und im Anhang C sind die zugehörigen Rechenschritte detailliert beschrieben. 
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3.2.2.1 Übersicht zum Berechnungsalgorithmus 
 
 
Die Ausgangsbasis für den durchzuführenden Berechnungsablauf im Zeitinkrement ist ein bekannter 
Ausgangszustand zum Zeitpunkt tx. Dieser wird beschrieben durch das Dehnungsbild mit den beiden 
Bestimmungsgrößen εx und sx, das zugehörige Spannungsbild σ(z,tx) des Betonquerschnittes sowie allen 
anteiligen Teildehnungen εi,j(z,tx) für die im Materialmodell eingebauten Elemente zur Erfassung des zeit-
abhängigen Verhaltens. Infolge der Nichtlinearität des Materialverhaltens des Betons sind neben dessen 
Spannungsbild auch die zugehörigen Teildehnungsbilder nichtlinear und damit als Funktion über die 
Querschnittshöhe in geeigneter Weise bereitzustellen. Weiterhin werden die vorhandenen Schnittgrößen 
N(tx+1) und MR(tx+1) für den Endzustand des Zeitinkrementes als bekannt vorausgesetzt. 
 
Die iterative Berechnung im Zeitinkrement beginnt mit einer Annahme über das gesuchte Dehnungsbild 
zum Endzeitpunkt tx+1 in Gestalt der Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1. Hierfür werden zweckmäßiger-
weise die Ergebnisse des vorausgegangenen Zeitinkrements bzw. im ersten Inkrement nach t0 diejenigen 
des Anfangszustandes ε0 und s0 verwendet. Der darauf aufbauende Berechnungsalgorithmus in Form des 
NEWTONschen Näherungsverfahrens ist im Bild 3.3 dargestellt. 
 
 
 
Bild 3.3   Schematischer Berechnungsablauf für Kriechen und Schwinden im Zeitinkrement 
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Ausgehend vom vorgegebenen Dehnungsbild erfolgt als nächstes die Berechnung der Bereichsgrenzen 
des Spannungsbildes zσ.0, zct1 und zct2. Dies geschieht iterativ auf Grundlage der bereichsweise geltenden 
Stoffgesetze des Betons und ebenfalls unter Verwendung des NEWTONschen Näherungsverfahrens. Die 
Details der Vorgehensweise werden im nächsten Kapitel beschrieben. 
 
Nach Kenntnis der Bereichs- bzw. Iterationsgrenzen können die Betonspannungen unter Verwendung der 
jeweiligen Stoffgesetze numerisch bestimmt werden. Weiterhin sind die Anteile der Stahlbewehrung und 
- sofern vorhanden - diejenigen für den Beton der Verstärkungsschicht und die textile Faserlage hinzuzu-
zählen. Hierfür sind mit Kenntnis der in den entsprechenden Höhenlagen vorhandenen Dehnungen, siehe 
Gleichungen (3.11) und (3.12), die zugehörigen Spannungen zu bestimmen und in den Gleichungen 
(3.15) und (3.16) für Normalkraft und Biegemoment mit einzusetzen. 
 
Sind alle zu berücksichtigenden Anteile erfaßt, können die Gleichgewichtsbedingungen ausgewertet und 
die Fehlbeträge ΔN(tx+1) und ΔMR(tx+1) beziffert werden. Diese Abweichungen führen zu verbesserten 
Startwerten für εx+1 und sx+1, so daß die Berechnung im Zeitinkrement mit diesen erneut beginnen kann. 
Je nach definierten Grenzwerten für die angestrebte Genauigkeit erhält man nach einigen Iterationen das 
gesuchte Dehnungs- und Spannungsbild zum Zeitpunkt tx+1. 
 
In einer Nachlaufrechnung werden alle anteiligen Dehnungen für Fließverformung, verzögert elastische 
Verformung und Schwinden des Betons, sowohl für den Basisquerschnitt als auch für eine ggf. 
vorhandene Verstärkungsschicht, einzeln bestimmt und sind aufgrund ihrer Nichtlinearität in geeigneter 
Weise als Funktion über die Querschnittshöhe bereitzuhalten. Gleiches gilt für den Spannungszustand des 
Betons über die Querschnittshöhe. Jetzt sind alle Ergebnisse des gesuchten Endzeitpunktes tx+1 bekannt, 
und sie stellen die Startwerte für die Berechnung des nachfolgenden Zeitinkrementes dar. 
 
Abschließend werden alle Größen, die für die spätere Auswertung von Interesse sind, in geeigneter Form 
ausgegeben und aufbereitet. 
 
 
 
3.2.2.2 Bestimmung der Bereichs-/ Integrationsgrenzen im Spannungsbild 
 
 
Die zur Durchführung der Integration der Betonspannungen über die Querschnittshöhe erforderlichen 
Bereichsgrenzen werden analog der Vorgehensweise bei der Bestimmung des Anfangszustandes zum 
Zeitpunkt t0 über die Auswertung der zum Zeitpunkt tx+1 geltenden inkrementellen Stoffgesetze ermittelt. 
Jedoch ist hier zu beachten, daß die mit den Integrationsgrenzen im Spannungsbild korrespondierenden 
Dehnungswerte infolge der stattfindenden Umlagerungen aus Kriechen und Schwinden nicht denjenigen 
im Gesamt-Dehnungsbild, sondern den betreffenden Werten für die anteilige elastische Kurzzeitdehnung 
zuzuordnen sind. Die detaillierte Vorgehensweise dazu wird auf den folgenden Seiten erläutert. 
 
 
►  Bereichsgrenze zσ.0 am Übergang vom Druck- zum Zugbereich (Spannungsnullinie) 
 
Die Lage der Nullinie zσ.0 zum Zeitpunkt tx+1 im Spannungsbild läßt sich am einfachsten bestimmen. 
Hierfür ist die folgende am Nulldurchgang geltende Gleichung auszuwerten : 
 
σB.Druck zσ.0 tx 1+,( ) σB.Zug zσ.0 tx 1+,( )= 0= . (3.17)
 
Dies geschieht durch Auflösung des zu Null gesetzten inkrementellen Stoffgesetzes wahlweise für die 
Betondruck- oder die Betonzugspannung zum Zeitpunkt tx+1 nach Gleichung (2.24) bzw. (2.25) unter 
Verwendung des angenommenen Dehnungsbildes εx+1 und sx+1 nach der zugehörigen Höhenlage z. Die 
Lösung erfolgt numerisch mittels des NEWTONschen Näherungsverfahrens, als Startwert wird die aktuelle 
Nullinienlage zσ.0 des Zeitpunktes tx verwendet. 
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►  Bereichsgrenze zct1 am Übergang vom Zug- zum Tension Stiffening-Bereich 
 
Für die Ermittlung der Bereichsgrenze zct1 zum Zeitpunkt tx+1 sind die inkrementellen Stoffgesetze für 
Zug (ungerissen) und Tension Stiffening gemäß Gleichung (2.25) bzw. (2.26) auf der Grundlage des 
durch εx+1 und sx+1 bestimmten Dehnungsbildes gleichzusetzen. Außerdem ist die folgende Begrenzung 
der maximal übertragbaren Spannung an der gesuchten Stelle zu beachten : 
 
σB.Zug zct1 tx 1+,( ) σB.Tens.Stiff. zct1 tx 1+,( )=
 
≤   max σ ts 
≤   f ct  . 
 
(3.18)
 
Nach Auswertung der Gleichung (3.18) ist zu prüfen, ob dieser berechnete Wert für die Betonspannung 
auch tatsächlich möglich ist. Infolge der zeitlichen Umlagerungen aus Kriechen und Schwinden sowie 
auch bei Änderung des Belastungsniveaus „wandert“ die Höhenlage zct1 innerhalb der Zugzone des 
Betons und liegt entweder im noch ungerissenen oder im gerissenen, also geschädigten Bereich. 
 
Bei Absinken der Bereichsgrenze zct1 in Richtung Zugzone hin (nach unten) kann somit nur diejenige 
maximale Spannung max σts noch übertragen werden, die zu einem früheren Zeitpunkt bei maximalem 
Schädigungsgrad dort vorhanden war, siehe Bild 3.4b. Dies gilt sowohl für den lokalen Spannungswert 
σts(zct1,tx+1) in Gleichung (3.18) als auch für den gesamten Tension Stiffening-Bereich. Damit stellt das 
Spannungsbild max σts(z,t) in Form einer Hüllkurve die Obergrenze für die maximal noch aufnehmbare 
Spannung im geschädigten Beton dar. Dieser Spannungsverlauf ist zu jedem Zeitpunkt t neu zu 
bestimmen und kann zu einem späteren Zeitpunkt niemals mehr überschritten werden.  
 
Kommt es im umgekehrten Falle zu einer Verschiebung der Bereichsgrenze zct1 in Richtung Druckzone 
hin (nach oben), so ist zu beachten, daß die aufnehmbare Betonzugfestigkeit fct nicht überschritten wird 
bzw. die aufnehmbare Zugspannung in Gleichung (3.18) demzufolge auf diesen Wert zu begrenzen ist, 
siehe Bild 3.4c. 
 
 
 
Bild 3.4   Neue Höhenlage der Bereichsgrenze zct1(tx+1) am Übergang Zug - Tension Stiffening ; 
                a)  Spannungszustand am Gesamtquerschnitt ,  b), c)  Detailbetrachtung am Nulldurchgang 
 
 
Die numerische Auswertung erfolgt auch hier wieder mittels des NEWTONschen Näherungsverfahrens, 
und als erster Startwert wird die Höhenlage zct1 des vorausgegangenen Zeitpunktes tx angenommen. 
 
 
►  Bereichsgrenze zct2 = untere Grenze des Tension Stiffening-Bereiches 
 
Die untere Grenze des Tension Stiffening-Bereiches ist definiert durch den dort vorhandenen Dehnungs-
grenzwert εct2, welcher sich auf den Anteil aus elastischer Kurzzeitdehnung bezieht (vgl. Bild 2.2).  
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Somit erhält man den Wert für die gesuchte Höhenlage zct2 zum Zeitpunkt tx+1 durch Auswertung der 
folgenden Bestimmungsgleichung : 
 
εel zct2 tx 1+,( ) εges zct2 tx 1+,( )
i
εks.i zct2 tx, tx 1+,( )∑−= εct2= .
 
 
(3.19)
 
Die Gesamtdehnung bestimmt sich aus dem angenommenen Dehnungszustand in Form von εx+1 und sx+1. 
Um den Anteil aus elastischer Kurzzeitdehnung εel zu erhalten, sind davon die einzelnen Dehnungsanteile 
des zeitlichen Verformungszuwachses aus Kriechen und Schwinden, die gemäß Gleichung (2.23) mit 
Σεks.i zusammengefaßt werden, zu subtrahieren. Die numerische Auswertung erfolgt abermals unter Ver-
wendung des NEWTONschen Näherungsverfahrens und der Höhenlage zct2 zum Zeitpunkt tx als Starwert. 
 
Anschließend zu prüfen, ob der ermittelte Wert für zct2 größer oder kleiner/ gleich demjenigen zum 
vorausgegangenen Zeitpunkt tx ist. Sofern die rechnerische Lösung ein Ergebnis zct2(tx+1) > zct2(tx) liefert, 
ist die Höhenlage auf zct2(tx+1) = zct2(tx) zu begrenzen, da unterhalb dieses Bereiches vollständig gerissener 
Beton vorliegt, der zu keinem späteren Zeitpunkt mehr zur Lastabtragung herangezogen werden kann. 
Dementsprechend ist auch der Spannungsverlauf für den Schädigungsgrad des Betons max σts(z,t) unter 
Berücksichtigung der neuen Untergrenze für Tension Stiffening neu anzupassen. 
 
 
Anmerkung (1) : 
 
Die Berechnung der Bereichs-/ Integrationsgrenzen im Spannungszustand zum Zeitpunkt tx+1 erfolgt allein 
auf Grundlage der bereichsweise geltenden inkrementellen Stoffgesetze und des durch εx+1 und sx+1 ange-
nommenen Dehnungsbildes ohne Berücksichtigung der tatsächlich vorhandenen Querschnittshöhe h. Je 
nach einwirkenden Schnittgrößen kann man damit unter Umständen Werte erhalten, die außerhalb des 
Querschnitts liegen. Diese sind dann ideelle Werte und für die weitere Berechnung nicht relevant. Für die 
im nächsten Schritt zu bestimmenden Integrale der Betonspannungen stellt somit entweder die jeweilige 
berechnete Bereichsgrenze oder die tatsächliche Querschnittshöhe die obere Integrationsgrenze dar. 
 
 
Anmerkung (2) : 
 
Mit Kenntnis der neu bestimmten Bereichs-/ Integrationsgrenzen für die Zugzone des Betons ist ggf. das 
Stoffgesetz für Tension Stiffening gemäß Gleichung (2.4) für jeden neu berechneten Zeitpunkt gemäß den 
Ausführungen in Kapitel 2.1.1.2 anzupassen. Die Parabelparameter qi sind unter Verwendung der aus der 
neuen Bereichsgrenze zct1 resultierenden maximalen Betonzugspannung immer dann neu zu ermitteln, 
wenn diese infolge Absinkens von zct1 in Richtung Zugzone hin kleiner ausfällt, als im vorausgegangenen 
Zeitinkrement. Dann sind die dort vorhandenen Werte für Spannung und Dehnung anstelle von fct und εct1 
in den Gleichungen (2.4a-c) einzusetzen. Mit dem so modifizierten Stoffgesetz sind die Betonspannungen 
des nachfolgenden Zeitinkrementes zu bestimmen. 
 
 
 
3.2.2.3 Auswertung der Integrale der Betonspannungen 
 
 
Für die Auswertung der Spannungsintegrale in den Gleichungen (3.15) und (3.16) sind die inkrementellen 
Stoffgesetze, multipliziert mit der Querschnittsbreite b(z) in den zuvor bestimmten Grenzen nach z zu 
integrieren. Die Durchführung der Integration ist nur numerisch möglich. Dazu werden die einzelnen 
Bereiche des Querschnitts jeweils in dünne Schichten der Dicke Δz unterteilt und für Druck, Zug und 
Tension Stiffening nach dem Verfahren der numerischen Quadratur aufsummiert, siehe Bild 3.5. 
 
In der gleichen Weise wird mit den für die Durchführung des NEWTON-Verfahrens ebenfalls benötigten 
partiellen Ableitungen der Spannungsintegrale nach εx+1 und sx+1 verfahren. 
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Die numerische Berechnung der Betonspannungsintegrale macht einen Großteil des Rechenzeitaufwandes 
pro Zeitinkrement aus. Deshalb ist auf eine sinnvolle Wahl der Integralstreifendicke Δz zu achten. Im 
zugehörigen Berechnungsprogramm ist diese als variabler Parameter vorgesehen, und nach zahlreichen 
Beispielrechnungen mit im Stahlbetonbau üblichen Querschnittsabmessungen von i.a. 20 cm und mehr 
Querschnittshöhe wurde eine Integralstreifendicke in der Größenordnung von Δz = 0,1 mm als guter 
Kompromiß zwischen Genauigkeit und erforderlichem Rechenzeitaufwand identifiziert. 
 
 
zσ z( ) b z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d
i
σ i bi⋅ Δz⋅∑=
zσ z( ) b z( )⋅ z⋅
⌠
⎮
⌡
d
i
σ i bi⋅ zi⋅ Δz⋅∑=
 
 
(3.20 a)
(3.20 b)
 
Bild 3.5   Numerische Integration der Betonspannungen ; Prinzipskizze 
 
 
 
3.2.2.4 Lösung des Gleichungssystems 
 
 
Sind die Betonspannungsintegrale sowie alle weiteren Anteile für Bewehrung, Verstärkungsschicht und 
Faserlage (zusammengefaßt mit dem Summationsindex „i“) in den Gleichungen (3.15) und (3.16) ermittelt, 
so bilden diese ein nichtlineares Gleichungssystem mit den beiden unbekannten Bestimmungsgrößen εx+1 
und sx+1. Dieses wird in die folgende mathematische Schreibweise 
 
 
F εx 1+ sx 1+,( ) N− tx 1+( )
i
FN.i εx 1+ sx 1+,( )∑+= 0= ,
 
 
(3.21)
 
 
G εx 1+ sx 1+,( ) MR− tx 1+( )
i
GM.i εx 1+ sx 1+,( )∑+= 0=
 
 
(3.22)
 
überführt und zu Null gesetzt. Ferner sind die partiellen Ableitungen nach εx+1 und sx+1 bereitzustellen : 
 
 
d F
d εx 1+ i
d FN.i εx 1+ sx 1+,( )
d εx 1+∑= ,
d F
d sx 1+ i
d FN.i εx 1+ sx 1+,( )
d sx 1+∑= ,
 
(3.23 a,b)
 
 
d G
d εx 1+ i
d GM.i εx 1+ sx 1+,( )
d εx 1+∑= ,
d G
d sx 1+ i
d GM.i εx 1+ sx 1+,( )
d sx 1+∑= .
 
(3.24 a,b)
 
Diese erhält man, indem alle einzelnen Anteile der Gleichungen (3.15) und (3.16) gemäß den zugrunde 
liegenden Stoffgesetzen und unter Verwendung der Gleichungen (3.10) bis (3.14) in Abhängigkeit des 
durch εx+1 und sx+1 ausgedrückten Dehnungsbildes partiell abgeleitet werden. Für die Betonspannungs-
integrale erfolgt dies numerisch (vgl. Kapitel 3.2.2.3), für alle anderen Anteile in geschlossen analytischer 
Form. Die einzelnen Schritte sind im Anhang C aufgeführt. 
 
!
!
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Die Auflösung des entstandenen nichtlinearen Gleichungssystems nach der NEWTON-Methode (auch als 
NEWTON-RAPHSON-Verfahren bezeichnet) kann im Detail der mathematischen Fachliteratur entnommen 
werden, siehe z.B. [DEUFLHARD, 2004]. Im Ergebnis führt die Auswertung der Iterationsvorschriften 
 
 
 
εx 1+ εx 1+( ) i( )=
sx 1+ sx 1+( ) i( )=
εx 1+ i 1+( ) εx 1+ i( )
G
d F
d sx 1+
⋅ F
d G
d sx 1+
⋅−
d F
d εx 1+
d G
d sx 1+
⋅
d F
d sx 1+
d G
d εx 1+
⋅−
+= (3.25)
 
 
 
εx 1+ εx 1+( ) i( )=
sx 1+ sx 1+( ) i( )=
sx 1+ i 1+( ) sx 1+ i( )
G
d F
d εx 1+
⋅ F
d G
d εx 1+
⋅−
d F
d sx 1+
d G
d εx 1+
⋅
d F
d εx 1+
d G
d sx 1+
⋅−
+= (3.26)
 
zu einer Verbesserung der eingangs angenommenen Werte εx+1 und sx+1 in jedem i-ten Iterationsschritt, 
während die Gleichungen (3.21) und (3.22) gegen Null konvergieren. Mit diesen verbesserten Werten 
beginnt der Berechnungsalgorithmus nach Bild 3.3 erneut. Je nach definierten Grenzwerten für die ange-
strebte Genauigkeit bzw. anderweitigen numerischen Abbruchschranken erhält man meist nach ca. 10...20 
Iterationsschritten den neuen am Querschnitt sich einstellenden Dehnungs- und Spannungszustand zum 
Zeitpunkt tx+1 und somit die Ausgangsbasis für das darauf folgende Zeitinkrement. 
 
Da die Anzahl der Iterationsschritte unmittelbar den erforderlichen Rechenzeitaufwand bestimmt, ist bei 
der programmiertechnischen Umsetzung den Grenzwerten für die angestrebte Genauigkeit der Ergebnisse 
und ebenso einer sinnvollen Wahl der Größe des Zeitinkrementes Δt besondere Aufmerksamkeit zu 
schenken. Diese bestimmen maßgeblich den Gesamt-Rechenaufwand und sind für die Praxistauglichkeit 
des vorgestellten Berechnungsmodells entscheidend. In Kapitel 3.3 wird auf diese Aspekte noch näher 
eingegangen. 
 
 
 
3.2.2.5 Bestimmung aller weiteren Größen im Zeitinkrement 
 
 
Nachdem, wie in den vorangegangenen Kapiteln beschrieben, die im Zeitinkrement Δt stattfindende Ver-
änderung des Verformungszustandes am Querschnitt, dargestellt durch dessen Dehnungszustand über die 
Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1 zum Zeitpunkt tx+1, bekannt ist, sind im Nachgang über die jeweiligen 
Stoffgesetze alle weiteren Größen zu bestimmen. Dies ist in einer Übersicht mit den zugrunde liegenden 
Gleichungen in Bild 3.6 dargestellt. 
 
Alle aufgeführten Größen sind als Ausgangswerte für die Berechnung des nächsten Zeitinkrementes 
entsprechend bereitzuhalten (abzuspeichern). Dabei sind das Spannungsbild des Betonquerschnitts und 
alle einzelnen anteiligen Dehnungsbilder gemäß der Elemente des Materialmodells als Funktion über die 
Querschnittshöhe in möglichst guter Qualität darzustellen. Geeignete Möglichkeiten hierfür werden im 
nächsten Kapitel vorgestellt. Auch für den Feinbeton der Verstärkungsschicht, der auch unter Last im 
allgemeinen nicht vollständig gerissen ist, sind neben dessen Spannung alle zugehörigen zeitabhängigen 
Dehnungsanteile separat zu bestimmen und für das folgende Zeitinkrement bereitzustellen. 
 
Anschließend erfolgt die Ergebnisausgabe für alle interessierenden Werte. Diese werden nach jedem 
Berechnungsschritt (oder in größeren Abständen) zunächst in einer Ergebnisdatei abgespeichert und 
können dann zur grafischen Darstellung am Querschnitt oder über die Zeitachse in gewünschter Weise 
aufbereitet werden, wie in Kapitel 3.4 anhand eines Beispiels demonstriert wird. 
 
und 
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Bild 3.6   Nachlaufrechnung zur Aufbereitung der Ergebnisse nach jedem Zeitinkrement 
 
 
 
3.2.2.6 Einige Bemerkungen zur Datenhaltung 
 
 
Der aufgezeigte Berechnungsalgorithmus des inkrementweisen Vorgehens in Zeitschritten erfordert die 
Bereitstellung der Ergebnisse für Spannung und Dehnung des jeweils „i“-ten Inkrementes als Ausgangs-
zustand für die Berechnung des „i+1“-ten Inkrementes, siehe Bild 3.6. 
 
Für den gemäß der BERNOULLIschen Hypothese als linear angenommenen Dehnungszustand sowie alle 
weiteren auf linear elastischen Stoffgesetzen beruhenden Größen ist dies aus „datentechnischer“ Sicht 
relativ einfach zu handhaben. Der nichtlineare Verlauf der Betonspannungen des Basisquerschnittes über 
die Querschnittshöhe sowie alle zugehörigen zeitabhängigen Dehnungsanteile erfordern jedoch einen 
erheblichen Aufwand an Datenhaltung. Dieser wächst mit den im Materialmodell des Betons eingebauten 
Elementen immer weiter an, da hierfür die an allen Elementen vorhandenen Spannungs- und Dehnungs-
raten benötigt werden (vgl. Kapitel 2.1.2 und 2.1.6). 
 
Zu Beginn der Berechnung  zum Anfangszeitpunkt t0 wird das Spannungsbild durch je eine quadratische 
Parabel in der Betondruckzone und im Tension Stiffening-Bereich sowie durch eine Gerade im Bereich  
 
50 3.  Stahlbetonquerschnitt mit textiler Verstärkungsschicht im einaxialen Spannungszustand
 
der ungerissenen Zugzone beschrieben (vgl. Bild 3.2). Dieser Verlauf könnte prinzipiell mit zwei Parabel-
funktionen und einer Geradengleichung und damit wenigen hierfür erforderlichen Parametern abgebildet 
werden. Durch die infolge des Kriechens und Schwindens stattfindenden Umlagerungen kommt es jedoch 
zu einer Veränderung des Spannungsbildes mit seinen Bereichsgrenzen, es „wandert“ in Richtung der 
Zugzone hin. Dadurch kommt es zu Überlagerungen parabelförmiger Bereiche mit ehemals linearen 
Bereichen und umgekehrt. Gleiches passiert auch bei Änderung des Belastungsniveaus. Somit kann das 
Spannungsbild nicht mehr mittels zweier Parabeln und einer Geraden abgebildet werden. 
 
In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Approximation des Spannungsbildes des Betons und aller antei-
ligen Dehnungsbilder über die Querschnittshöhe durch natürliche kubische Spline-Funktionen, siehe z.B. 
[DE BOOR, 1978]. Diese werden intervallweise aneinandergereiht und gestatten so eine sehr genaue 
Interpolation aller im Intervall liegenden Zwischenwerte. Ausgehend von der Basisfunktion 
 
σ spl. z( ) k0 k1 z⋅+ k2 z
2⋅+ k3 z
3⋅+=  
 
(3.27)
 
werden pro Spline-Intervall für die vier zu bestimmenden Koeffizienten ki folglich auch vier Randbe-
dingungen der zu approximierenden Kurve benötigt. Hierfür wählt man bspw. die beiden Stützstellen an 
Intervallanfang und -ende sowie die zugehörigen Ableitungen oder alternativ zwei weitere Stützstellen in 
den Drittelspunkten (oder andere Varianten). 
 
Die Wahl der Intervall-Unterteilung ist hierbei immer ein Kompromiß zwischen der Genauigkeit der 
interpolierten Zwischenwerte (möglichst viele kleine Intervalle) und dem Aufwand an Datenhaltung und 
somit Rechenzeit (möglichst wenige größere Intervalle). Nach zahlreichen Studien und Varianten-
vergleichen wurde in der vorliegenden Arbeit die in Bild 3.7 dargestellte Einteilung über die 
Querschnittshöhe mit fünf Intervallen für die Betondruckzone, zwei für die ungerissene Zugzone und drei 
für den Bereich des Tension Stiffening gewählt. Somit sind für die Abbildung des gesamten Spannungs-
bildes in 10 Abschnitten 40 Werte zuzüglich der Bereichsgrenzen zσ.0, zct1 und zct2 erforderlich. In 
analoger Weise wird mit den anteiligen Dehnungsbildern für Fließ- und verzögert elastische Verformung 
sowie der Abbildung des Schädigungsgrades in der gerissenen Zugzone max σts(z) verfahren. 
 
 
 
Bild 3.7   Unterteilung des Spannungsbildes mittels Spline-Funktionen 
 
 
In der beschriebenen Weise sind so bei dem gewählten Materialmodell nach Bild 2.12 mit einem 
Dämpfer für die Fließverformung und zwei Feder-Dämpfer-Einheiten für die verzögert elastische Verfor-
mung insgesamt ca. 200 Einzelwerte (jeweilige Bereichsgrenzen, zugehörige Spline-Parameter, usw.) zu 
erfassen. Diese repräsentieren den kompletten Dehnungs- und Spannungszustand mit all seinen Einzel-
bestandteilen, d.h. sie bilden eine Querschnittsstelle im betrachteten Zeitinkrement ab. 
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3.2.3 Auswertung und Quantifizierung der Ergebnisse 
 
 
3.2.3.1 Grundlegende Aussagen 
 
 
Die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens, wobei vor allem die Kriechverformungen von 
maßgeblicher Bedeutung sind, führen im Laufe der Zeit zu Umlagerungen im Lastabtragungsverhalten 
des Querschnitts. Der typische Verlauf der Dehnungen und Spannungen im Betonquerschnitt und dessen 
zeitliche Veränderungen sind in Bild 3.8 dargestellt. 
 
Die zunehmenden Verformungen des Betons (unter gleichbleibenden Belastungen) werden dabei häufig 
auch im Sinne einer sich verringernden Steifigkeit interpretiert und zur Vereinfachung mit der Rechen-
hilfsgröße eines zeitlich abnehmenden E-Moduls dargestellt. Dies ist im mechanischen Sinne zwar nicht 
korrekt, führt aber in praktischen Berechnungen zu brauchbaren Ergebnissen. So lassen sich aus den 
zunehmenden Dehnungen auch direkt die zugehörigen Krümmungen des Querschnitts bestimmen, was 
bei Betrachtung über eine gesamte Stablänge zu einer Vergrößerung der Durchbiegung führen wird. 
 
Gleichzeitig mit den Veränderungen im Dehnungszustand kommt es auch zu Veränderungen im Span-
nungszustand. Wie die Abbildung zeigt, gehen die maximalen Betondruckspannungen zurück, und die 
gesamte Betondruckzone vergrößert sich nach unten hin. Dies erklärt sich aus dem Relaxationsvermögen 
des Betons, wobei dieser unter einer aufgezwungenen Dehnung - bzw. hier Stauchung - seine Spannungen 
abbaut. Durch das Absinken des Spannungsbildes nach unten hin werden allmählich Bereiche überdrückt, 
die ehemals unter Zugspannungen standen oder auch schon gerissen waren (wobei der Riß als solcher 
freilich erhalten bleibt). Hier ist ein gewisser „Selbstheilungseffekt“ des Betons erkennbar. 
 
 
 
Bild 3.8   Zeitliche Veränderung des Dehnungs- und Spannungsbildes am Betonquerschnitt 
                (beispielhafte Darstellung hier ohne Verstärkungsschicht) 
 
 
In der Zugzone kommt es gleichfalls zu einer Zunahme der Dehnungen, wobei dieser Zuwachs aber 
deutlich geringer ausfällt als in der Druckzone. Die dem Tension Stiffening-Effekt anrechenbaren 
Spannungen ändern sich nur unwesentlich, jedoch wird die Betonzugzone infolge der abfallenden 
Nullinienlage und der unten liegenden irreversiblen Rißgrenze, die im Zeitverlauf geringfügig ansteigt, 
insgesamt deutlich kleiner. Somit verringert sich auch der Hebelarm der inneren Kräfte. Für die in der 
Zugzone liegende Stahlbewehrung bedeutet dies einen dementsprechenden Spannungsanstieg, der zum 
einen über die zunehmenden Dehnungen und zum anderen über die Gleichgewichtsbedingungen zu 
erklären ist. Sofern sich auf der Zugzonenseite (unten) eine Verstärkungsschicht befindet, unterliegt auch 
diese einem aus dem Tragverhalten des Gesamtquerschnitts resultierendem Dehnungszuwachs und damit 
zunehmenden Spannungen in der textilen Faserbewehrung. 
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Wichtig für die Beurteilung der Tragfähigkeit und Gebrauchstauglichkeit des untersuchten Querschnittes 
für den vorgesehenen Zeitraum über die Lebensdauer des Bauwerks ist eine Prognose hinsichtlich der 
Größenordnung der stattfindenden Umlagerungen. 
 
Für Verformungsbetrachtungen interessieren die Dehnungen in Verbindung mit der sich verändernden 
Nullinienlage (Krümmung des Querschnitts). Die Beispiele in Kapitel 4 werden die Auswirkungen auf 
die Durchbiegung einiger ausgewählter Tragsysteme demonstrieren. Die Größenordnung der Verfor-
mungszuwächse läßt sich durch die am Querschnitt zu beobachtenden Dehnungszuwächse schon erahnen. 
Diese liegen bei gleichbleibender Belastung und Betrachtungszeiträumen von 20 bis 30 Jahren auf der 
Druckzonenseite im Bereich des zwei- bis dreifachen gegenüber der Dehnung des Anfangszustandes. Auf 
der Zugzonenseite erreicht der Dehnungszuwachs in der Regel maximal ein Drittel des Anfangswertes. 
Unter Berücksichtigung der abfallenden Nullinienlage erhöht sich damit die Krümmung des Querschnitts 
in vielen Fällen auf mehr als das Doppelte. 
 
Die zeitliche Entwicklung der Spannungen des Betonquerschnittes ist als unkritisch einzuschätzen. Diese 
nehmen in der Druckzone in ihren Maximalwerten teilweise bis zur Hälfte ab, in der Zugzone gehen die 
Spannungen ebenfalls tendenziell zurück. Die Verlagerung des Spannungsbildes von Druck- in Richtung 
Zugzone hin wird dabei auch von der Querschnittsgeometrie beeinflußt. So ist bspw. bei Plattenbalken-
querschnitten ein stärkeres Absinken der Nullinienlage zu erkennen als bei Rechteckquerschnitten. Dies 
erklärt sich daraus, daß Plattenbalken vorzugsweise so bemessen sind, daß die Druckzone komplett in der 
Platte liegt, infolge der zeitabhängigen Umlagerungen die Nullinienlage in den Stegbereich übergeht und 
dort wesentlich weniger Querschnittsbreite zur Übertragung der Druckspannungen zur Verfügung steht. 
Folglich ist die „fehlende Druckfläche“ nach unten hin über die Höhe auszugleichen. Damit erstreckt sich 
die Betondruckzone zwar über einen höheren Bereich, da ein Großteil der Fläche aber in der Platte liegt, 
hat dies nahezu keinen Einfluß auf den Hebelarm der inneren Kräfte. Hinsichtlich des Gesamttragver-
haltens gibt es keine signifikanten Unterschiede gegenüber anderen Querschnitten. 
 
Im Bild 3.9 ist die Veränderung der Nullinienlage des Querschnitts im Zeitverlauf dargestellt. Es ist zu 
erkennen, daß mit einsetzender Wirkung des Kriechens und Schwindens die Nullinienlagen, die zum 
Zeitpunkt t0 in Dehnungs- und Spannungsbild identisch sind, allmählich auseinanderdriften. Betrachtet 
man allein den Kriechprozeß ohne Berücksichtigung des Schwindens (Bild 3.9 a), so kommt es im 
Spannungsbild zu einem schnelleren Absinken der Nullinie als im Dehnungsbild, die Spannung eilt quasi 
der Dehnung voraus. Anhand des Materialmodells erklärt sich dieses Verhalten aus den Dehnge-
schwindigkeiten der Dämpferelemente, die erst mit Verzögerung auf die aufgebrachte Spannung reagie-
ren. Das bedeutet, die Spannung als kriecherzeugende Ursache ruft eine Dehnung hervor, die als Wirkung 
zeitversetzt hinterherläuft. Dementsprechend gibt es Bereiche, die bereits unter Druckspannungen stehen, 
während die Dehnungen noch ein positives Vorzeichen (Zug) aufweisen. Nach abgeschlossenem 
Kriechprozeß sind beide Nullinienlagen wieder gleich. 
 
 
 
Bild 3.9   Zeitlicher Verlauf der Nullinienlagen im Dehnungs- und Spannungsbild 
                a)  infolge Kriechens allein, ohne Berücksichtigung des Schwindens 
                b)  mit Berücksichtigung des Schwindens 
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Mit zusätzlicher Berücksichtigung der Schwinddehnung liegt die Dehnungsnullinie nach abgeschlos-
senem Kriech- und Schwindprozeß um ein gleichbleibendes Versatzmaß unter der Spannungsnullinie 
(Bild 3.9 b), was dem Dehnungsmaß infolge der spannungsunabhängigen Schwindverkürzung entspricht. 
Im Verlauf dazwischen zeigt sich in den meisten Fällen anfangs qualitativ der gleiche Verlauf, wie im 
linken Bild, da die Kriechveformung i.d.R. schneller bzw. in größerem Maße einsetzt als die Schwind-
verformung (abhängig von den jeweiligen Querschnitts- und Materialparametern). 
 
Die zunehmenden Dehnungen wirken sich nicht nur auf den Beton aus, auch die in der Zug- und ggf. in 
der Druckzone liegende Stahlbewehrung ist hiervon betroffen. Diese erfährt unter der Voraussetzung des 
vollständigen Verbundes den gleichen Dehnungszuwachs wie der Betonquerschnitt in Höhe der Beweh-
rungslagen. Daraus resultiert infolge des linear elastischen und zeitunabhängigen Materialverhaltens ein 
direkt proportionaler Spannungszuwachs im Stahl, wobei maßgeblich die Zugzonenbewehrung infolge 
der dort absolut gesehen größeren Dehnungen von Bedeutung ist. Die verbleibenden Tragreserven in der 
Stahlbewehrung werden geringer, d.h. die vorhandene Sicherheit bis zum Erreichen der Fließgrenze 
nimmt ab. Zahlreiche Studien und Beispielrechnungen mit verschiedenen Querschnitten und Belastungs-
niveaus zeigten in der Zugzone Zuwächse von Dehnung und Spannung in Höhe der Bewehrungslage, die 
nach abgeschlossenem Kriech- und Schwindprozeß, d.h. nach Zeiträumen von ca. 20 Jahren und mehr in 
der Größenordnung von ca. 10...20 % liegen. Die damit einhergehende Abnahme der vorhandenen 
Sicherheit in der Stahlbewehrung gegenüber der Fließgrenze (hier als Versagenskriterium angesetzt) ist in 
Bild 3.10 dargestellt. Liegt beispielsweise bei einem Stahlbetonquerschnitt diese Sicherheit anfänglich bei 
rechnerisch γ = 1,75 in der eingelegten Bewehrung, so kann sie im Zeitverlauf auf γ = 1,4...1,6 absinken. 
Tatsächlich sind die vorhandenen Sicherheiten jedoch höher, da bei der Bemessung nach den einschlä-
gigen Richtlinien die Zugtragfähigkeit des Betons unberücksichtigt bleibt und von daher noch zusätzliche 
und nicht mit eingerechnete Tragreserven vorhanden sind. 
 
 
 
Bild 3.10   Zeitliche Zunahme von Dehnung und Spannung in der Stahlbewehrung infolge Kriechens und 
                  Schwindens, gleichzeitig Abnahme der Sicherheitsreserven gegenüber der Fließgrenze 
 
 
 
3.2.3.2 Zum Tragverhalten nachträglich aufgebrachter Verstärkungsschichten 
 
 
Werden textile Bewehrungen zur nachträglichen Verstärkung eingesetzt, so geschieht dies in der Regel 
mindestens einige Jahre, oftmals einige Jahrzehnte nach der Herstellung des ursprünglichen Bauwerks. 
Die Anwendungsgebiete derartiger Verstärkungsmaßnahmen liegen einerseits in der Ertüchtigung vorhan-
dener Konstruktionen, für die zur Aufnahme größerer Belastungen die Tragfähigkeit erhöht werden soll, 
andererseits lassen sich textile Bewehrungen auch im Zuge von Sanierungsmaßnahmen für bspw. durch 
Korrosion geschädigte und damit in ihrer effektiven Querschnittsfläche geschwächte Stahlbewehrungen 
einsetzen. Das Ziel ist in beiden Fällen eine anteilige Mitwirkung der aufgebrachten Verstärkungsschicht 
mit eingelegter Faserbewehrung an der Lastabtragung in der Biegezugzone. 
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Zu einer Beteiligung der Verstärkungsschicht an der Lastabtragung kommt es erst dann, wenn in diese 
(Zug-)Dehnungen eingeleitet werden. Da die Wirkungen aus Kriechen und Schwinden zum Zeitpunkt der 
Verstärkungsmaßnahme bereits weitestgehend abgeklungen sind, finden Umlagerungen in den inneren 
Kräften zwischen Basisquerschnitt und Feinbetonschicht mit textiler Faserlage nur noch in minimalem 
Maße statt (vor allem infolge des Schwindens des Feinbetons). Erst eine Steigerung der Belastung, 
speziell des Biegemomentes führt zu einer Zunahme der Dehnungen im gesamten Querschnitt und damit 
auch zu einem wirksamen Anwachsen der Dehnungen und Spannungen in der Verstärkungsschicht. 
 
Im Moment des Aufbringens der Verstärkungsschicht steht der Basisquerschnitt im Normalfall unter 
einer Belastung und bringt somit eine entsprechende Vorverformung mit. Die in diesem Zustand 
aufbetonierte Feinbetonschicht, einschließlich eingelegter textiler Bewehrungslage, befindet sich also 
zunächst in einem dehnungs- und spannungsfreien Zustand (abgesehen von Schwind-Eigenspannungen) 
an der Unterseite der Biegezugzone. Die dort vorhandene Betondehnung bleibt als Dehnungsdifferenz zur 
Verstärkungsschicht bestehen, wie in Bild 3.11 dargestellt ist. Somit gilt es also, diese Dehnungsdifferenz 
so gering wie möglich zu halten, um eine möglichst hohe Spannungsauslastung in der Verstärkungs-
schicht (speziell in der Faserbewehrung) zu erzielen. 
 
 
 
Bild 3.11   Dehnungsdifferenz einer nachträglich aufgebrachten Verstärkungsschicht gegenüber 
                  dem Basisquerschnitt 
 
 
Die Abbildung zeigt deutlich, wie durch eine Steigerung der Belastung der Dehnungszustand am 
Querschnitt beeinflußt und damit die Verstärkungsschicht auf der Zugzonenseite zur Lastabtragung 
aktiviert wird. Dies führt jedoch auch zu einer Erhöhung der Dehnungen und damit der Spannungen in 
der Bewehrungslage, die sich nur wenig über der Verstärkungsschicht befindet. Würde der Querschnitt 
auf diese Weise in voll belastetem Zustand verstärkt und anschließend weiter belastet werden, so kann die 
Spannung im Bewehrungsstahl so stark ansteigen, daß sie mitunter die Fließgrenze erreicht, zumindest 
aber die vorhandenen Tragreserven in der Bewehrung auf ein nicht mehr ausreichendes Niveau abfallen. 
Dies gilt es durch geeignete Maßnahmen zu vermeiden. 
 
Die effektivste Möglichkeit, eine hohe Beteiligung der Verstärkungsschicht an der Lastabtragung zu er-
reichen, besteht darin, das Tragwerk vor der Verstärkung soweit wie möglich zu entlasten und so die o.a. 
Dehnungsdifferenz klein zu halten. Bei anschließender Wiederbelastung steht die Verstärkungsschicht 
voll zur Verfügung und kann einen großen Anteil der Zugkräfte aufnehmen. Bei Erreichen des gleichen 
Belastungsniveaus wie zuvor am unverstärkten Querschnitt ist die Querschnittsauslastung dann insgesamt 
niedriger, da sich jetzt die abzutragenden Biegezugkräfte auf Stahl- und Faserbewehrung (sowie anteilig 
auf den Beton infolge Tension Stiffening) verteilen. D.h. in der Stahlbewehrung sind jetzt noch genügend 
Tragreserven vorhanden, um eine weitere Steigerung der Belastung aufnehmen zu können. 
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So effektiv die Möglichkeit der Entlastung vor der Verstärkungsmaßnahme sein mag, so schwierig ist sie 
jedoch in der Praxis umzusetzen. Stahlbetonbauwerke sind massive und schwere Konstruktionen, deren 
Belastungen zu einem großen Teil aus Eigengewicht resultieren. Daher sollten neben dem Entfernen aller 
Verkehrslasten vor einer Verstärkungsmaßnahme auch alle weiteren Belastungen, die nicht dem 
tragenden Querschnitt zuzuordnen sind, soweit wie möglich eliminiert werden. Hierzu gehören z.B. bei 
Deckenkonstruktionen der Fußbodenaufbau oder bei Brücken der Fahrbahnbelag. Je nach Bauwerk 
können so Entlastungen um bis zu einem Drittel erreicht werden. Weiterhin läßt sich auch durch 
Aufbringen einer gegenläufigen Belastung (z.B. Unterstützung von unten) die gewünschte Entlastung 
realisieren. Generell sind Entlastungsmaßnahmen um so schwieriger durchzuführen, je größer das Bau-
werk ist, und dementsprechend geringer wird der Entlastungsanteil ausfallen. 
 
Eine andere Variante, einen möglichst hohen Zugkraftanteil in die textile Faserlage einzuleiten, besteht in 
der Verwendung von Fasern mit einem hohen Elastizitätsmodul. Der E-Modul von Glasfasern beträgt nur 
ca. ein Drittel des E-Moduls von Stahl, damit müssen erst deutliche Dehnungen (bzw. Dehnungszu-
wächse) in der Verstärkungsschicht aufgebaut werden, um nennenswerte Spannungen in die Glasfasern 
einzuleiten. Setzt man entsprechend dehnsteifere Fasermaterialien ein, bspw. Carbonfasern (E-Modul 
noch etwas höher als bei Stahl und ca. 3...4 mal so hoch wie bei Glasfasern, vgl. Tabelle 2.6), so genügen 
hier schon vergleichsweise kleine Dehnungen, um respektable Spannungen in den Fasern aufzubauen und 
somit einen deutichen Anteil der Zugkräfte durch die Verstärkungsschicht übertragen zu können (unter 
Beachtung der jeweiligen Querschnittsflächen für die Faserbewehrung). Ein weiterer Vorteil dieser 
Variante besteht darin, daß kleine Dehnungszuwächse in der Verstärkungsschicht ebenso auch nur mit 
kleinen Dehnungszuwächsen in der darüber liegenden Stahlbewehrung einhergehen. Damit wird einer 
Erhöhung der Stahlspannung in kritische Bereiche deutlich entgegengewirkt. 
 
Weiterhin spielt natürlich auch das Alter des Bauwerks eine Rolle hinsichtlich des Lastabtragungsanteils 
der Verstärkungsschicht. Bei Verstärkungsmaßnahmen an noch „jungen“ Betonbauteilen, also in der 
Größenordnung von einigen Jahren, besitzt der Beton noch eine gewisse Restkriech- und Restschwind-
fähigkeit, so daß durch weitere Umlagerungen (siehe Bild 3.8) noch immer Dehnungszuwächse in der 
Zugzone stattfinden. Bei frühzeitig aufgebrachten Verstärkungsschichten lassen sich also allein durch die 
Auswirkungen des zeitabhängigen Materialverhaltens des Betons anteilige Lasten in diese einleiten, ohne 
daß hierfür extra Maßnahmen (wie z.B. Ent- und anschließende Wiederbelastung) erforderlich sind. Der 
Lastanteil wird dabei natürlich umso geringer, je älter der Beton des Basisquerschnittes ist. Für praktische 
Anwendungen werden derartige Szenarien daher eher wenig relevant sein, da Verstärkungsmaßnahmen 
zumeist nur für deutlich „ältere“ Bauwerke von Interesse sind. 
 
Eine weitere, jedoch mit dem gegenwärtigen Forschungsstand und den technischen Möglichkeiten nur 
theoretische Variante könnte darin bestehen, die Faserbewehrung in der Verstärkungsschicht unter Vorspan-
nung einzubauen, um eine dem Spannbeton vergleichbare Tragwirkung zu erzielen. Künftige Forschungen 
werden zeigen, ob und mit welchen technologischen Methoden dies zu realisieren wäre. 
 
Für all jene praktischen Anwendungen, die mit dem gegenwärtigen Kenntnisstand und den aktuellen 
technischen Möglichkeiten realisierbar sind, werden somit eine deutliche Entlastung des Bauwerks vor 
Aufbringen einer textilbewehrten Verstärkungsschicht sowie die Wahl geeigneter Fasermaterialien die 
wichtigsten Maßnahmen sein, um einen wesentlichen Zugkraftanteil in die Verstärkungsschicht einleiten 
und somit das Tragverhalten am verstärkten Querschnitt nachhaltig steigern zu können. 
 
Anhand einiger exemplarischer Rechenbeispiele werden die im Querschnitt stattfindenden Umlagerungen 
in Kapitel 3.4 dieser Arbeit demonstriert. Die Gegenüberstellung verschiedener Varianten wird zeigen, 
welchen Einfluß die einzelnen Parameter von Basisquerschnitt und Verstärkungsschicht haben, wie sie 
gezielt beeinflußt werden können und wie wirkungsvoll eine möglichst hohe Entlastung vor der Verstär-
kungsmaßnahme ist. Vorher soll jedoch auf die programmiertechnische Umsetzung des aufgezeigten 
Berechnungsalgorithmus’ eingegangen werden. Das folgende Kapitel zeigt dazu die Herangehensweise, 
die wesentlichen Programmbestandteile, die Vor- und Nachteile bei der technischen Umsetzung, 
insbesondere die Thematik der recht umfangreichen Datenhaltung und die zur Verfügung stehenden 
Berechnungsmöglichkeiten des erzeugten Programmes kurz zusammengefaßt auf. 
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3.3 Programmtechnische Umsetzung des 
Berechnungsalgorithmus am Querschnitt 
 
 
3.3.1 Zielstellung, Allgemeine Bemerkungen 
 
 
Nachdem im vorangegangenen Kapitel die erforderlichen Berechnungsalgorithmen zur Ermittlung des 
zeitlich veränderlichen Dehnungs- und Spannungszustandes am Querschnitt hergeleitet wurden, sind diese 
in geeigneter Weise in einem Rechenprogramm umzusetzen. Dabei konzentriert sich die Betrachtung 
zunächst auf eine einzelne Querschnittsstelle mit bekanntem (bzw. vorgegebenem) Schnittkraftzustand. Das 
Ziel besteht in der Vorhersage des Spannungs-Dehnungs-Verhaltens über einen langen Untersuchungs-
zeitraum. Weiterhin wird der erarbeitete und rechentechnisch umgesetzte Algorithmus die Grundlage für 
die spätere Anwendung an Stabtragwerken bilden, wie in Kapitel 4 gezeigt wird. 
 
Für die Umsetzung wurde die Programmiersprache FORTRAN gewählt. Sie eignet sich sehr gut für reine 
Algorithmenprogrammierung, arbeitet mit sehr hoher numerischer Genauigkeit, ist aufgrund ihres einfa-
chen Aufbaus schnell und zuverlässig und daher für ingenieurtechnische Anwendungen weit verbreitet. 
Die Auswahl erfolgte auch mit Blick auf die spätere Implementierung in das bestehende Finite-Elemente-
Programm DREFES, welches ebenfalls in dieser Sprache vorliegt. 
 
Ein wesentlicher Aspekt bei der Betrachtung des Langzeitverhaltens ist die Last-Zeit-Geschichte, da die 
zu untersuchenden Tragwerke im allgemeinen veränderlichen Belastungen ausgesetzt sein werden. Diese 
ist in geeigneter Weise zu berücksichtigen. Das entwickelte Programm verfügt daher über eine Last-Zeit-
Steuerung, in der zunächst die folgenden Zeitabschnitte, die für nachträglich verstärkte Bauteile von 
maßgeblicher Bedeutung sind, vorgesehen wurden, siehe Bild 3.12. Beliebige andere Belastungsge-
schichten lassen sich mit einigen Erweiterungen bzw. Anpassungen ebenfalls abbilden. 
 
     (0)  Aufbringen der Anfangsbelastung (ggf. mittels inkrementeller Laststeigerung) 
 
     (1)  Berechnung unter konstanter Last am unverstärkten Basisquerschnitt (Laststufe I) 
 
     (2)  Absenken der Belastung 
 
 (3) + (4) Abgesenkte Last unmittelbar vor und nach der Verstärkungsmaßnahme (Laststufe II) 
 
     (5)  Wiederbelastung / Belastungssteigerung am verstärkten Querschnitt 
 
     (6)  Berechnung unter konstanter Last am verstärkten Querschnitt (Laststufe III) 
 
     (7)  Entlastung des Querschnittes, ggf. bis auf Null 
 
     (8)  Betrachtung am entlasteten Querschnitt (Laststufe IV) 
 
Diese Zusammenstellung repräsentiert in abstrahierter Form die erwartungsgemäßen Lebenszyklen eines 
Bauwerks (abgesehen vom Abriß) mit einer nachträglich durchgeführten Verstärkungsmaßnahme. Nach 
Errichtung folgt in Phase (1) zunächst eine Nutzungsdauer mit den ursprünglich vorgesehenen Lasten. 
Die Laststufe I entspricht dabei den sogenannten „kriecherzeugenden Dauerlasten“, d.h. Eigenlasten und 
ein ständig vorhandener Anteil aus Verkehrslasten. Die Phasen (2) bis (5) umfassen die Verstärkungs-
maßnahme und berücksichtigen neben Absenken und anschließendem Wiederaufbringen der Belastung 
auch den im Zuge von vor- und nachbereitenden Arbeiten dazwischenliegenden Zeitraum. Die Phase (6) 
charakterisiert schließlich den zweiten Lebensabschnitt des Bauwerks, nämlich die Nutzungsdauer für die 
erhöhten Lasten am verstärkten Querschnitt. Die anschließenden Phasen (7) und (8) sind eher von 
theoretischem Interesse. Sie beschreiben eine Entlastung, die ggf. bis auf Null geführt werden kann und 
gestatten so die Untersuchung des Rückkriechverhaltens. 
 
3.3  Programmtechnische Umsetzung des Berechnungsalgorithmus am Querschnitt 57
 
Die Be- und Entlastungsphasen (2), (5) und (7), die mit einer Veränderung des Belastungsniveaus einher-
gehen, erstrecken sich über einen gewissen Zeitraum. Damit wird dem Umstand Rechnung getragen, daß 
dies nicht „schlagartig“ erfolgt, sondern entsprechend den bautechnologischen Gegebenheiten einige 
Tage bis Wochen in Anspruch nimmt. 
 
 
 
Bild 3.12   Schematische Darstellung der Lebenszyklen eines Bauwerks im Last-Zeit-Diagramm 
                  (tv = Zeitpunkt des Aufbringens bzw. Wirksamwerdens der Verstärkungsschicht) 
 
 
Für die in einzelnen Zeitinkrementen durchzuführende Berechnung nach der o.a. Darstellung ist einer 
sinnvollen Wahl geeigneter Schrittweiten Beachtung zu schenken, die sich nach den relativen Verände-
rungen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Berechnungsschritten richtet. Sind diese relativ groß, sind 
dementsprechend kleine Zeitinkremente zu wählen. Dies ist sowohl zu Beginn des Kriechprozesses als 
auch im Zeitraum unmittelbar nach Aufbringen der Verstärkungsschicht (Kriechbeginn des neu 
aufgebrachten Feinbetons) der Fall sowie bei allen signifikanten Belastungsänderungen. Innerhalb der 
lang andauernden Zeitabschnitte unter konstanter Last werden die festzustellenden Änderungen im 
Dehnungs- und Spannungsverhalten allmählich immer geringer. Daher wird in den Phasen (1) und (6), 
welche die beiden „Lebensabschnitte“ des Bauerks (unverstärkt und verstärkt)  repräsentieren, sowie in 
Phase (8) eine variable Adaption der Zeitinkremente durchgeführt. Als Vergleichskriterium dienen die 
relativen Veränderungen im Dehnungsbild, ausgedrückt durch Δεx und Δsx. Unterschreiten diese einen 
definierten Grenzwert, so erfolgt eine Vergrößerung der Zeitintervalle. Beginnend mit einer Inkrement-
schrittweite von Δt = 6 Stunden ab dem Startzeitpunkt der Berechnung t0 werden diese mit abklingendem 
Kriechprozeß bis auf maximal Δt = 168 Stunden (1 Woche) erhöht. Damit wird deutlich die Effektivität 
des Programms durch Einsparung an Rechenzeit gesteigert. 
 
Der Aufbau der gesamten Programmstruktur ist im nächsten Kapitel schematisch dargestellt. Beginnend 
mit der Bereitstellung aller erforderlichen Eingabedaten hinsichtlich Querschnittsgeometrie, Material-
kennwerten, Belastung, Angaben zum zeitlichen Verlauf sowie weiterer Steuerparameter erfolgt zunächst 
die Ermittlung des Anfangsdehnungs- und Anfangsspannungszustandes zum Zeitpunkt t0. Die anschlie-
ßende Langzeitberechnung arbeitet die in Bild 3.12 dargestellten Abschnitte nacheinander ab und führt in 
jedem Zeitinkrement den Algorithmus zur Berechnung der Kriech- und Schwindverformungen aus. 
Hierfür ist dieser in zahlreiche Teilprobleme aufzugliedern. Die Herangehensweise beim Lösen der 
verschiedenen mathematischen Problemstellungen sowie die Thematik der Datenhaltung werden in den 
folgenden Kapiteln ebenfalls kurz erläutert. 
 
Parallel zur Berechnung selbst erfolgt nach jedem Zeitinkrement die Ausgabe aller relevanten Ergebnisse. 
Diese werden zunächst in Dateien abgespeichert und gestatten im Nachgang die grafische Aufbereitung 
mittels eines separat erzeugten Postprozessing-Programms. Neben der Betrachtung diskreter Zeitpunkte 
läßt sich damit auch das Geschehen über den gesamten Lebenszyklus mittels einer Animation über die 
Zeitachse darstellen und so ingenieurmäßig bewerten. 
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3.3.2 Übersicht über die Programmstruktur 
 
 
 
 
Bild 3.13   Darstellung der Programmstruktur über den gesamten Berechnungszeitraum 
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3.3.3 Erläuterungen zum Berechnungsprogramm 
 
 
3.3.3.1 Bereitstellung der Eingangsdaten 
 
 
Die Abarbeitung des Programmes beginnt mit der Definition aller erforderlichen Eingabewerte und dem 
Setzen von verschiedenen Steuerparametern, mit denen die Berechnung beeinflußt werden kann. Diese 
lassen sich in einer Eingabedatei zusammenstellen und sind im einzelnen nachfolgend aufgeführt. 
 
►  Querschnittswerte 
 
Das Programm sieht in seiner gegenwärtigen Form die Berechnung von Rechteck- und Plattenbalken-
querschnitten (unverstärkter Basisquerschnitt) vor und erfordert für deren geometrische Beschreibung die 
entsprechenden Breiten- und Höhenangaben. Eine Erweiterung auf andere Querschnittsgeometrien       
(z.B. mit schrägen Rändern, vgl. Bild 3.1) kann realisiert werden, indem die Breite b(z) als Funktion über 
die Querschnittshöhe (z-Achse) bereitgestellt wird. Der Beton der Verstäkungsschicht, ebenso wie die 
Stahlbewehrung und die Faserbewehrung werden über ihre jeweiligen Querschnittsflächen Ai mit den 
zugehörigen Höhenlagen hi (gemessen von der Querschnittsoberkante aus) erfaßt. 
 
►  Materialkennwerte 
 
Das Materialverhalten des Betons, sowohl für den Basisquerschnitt als auch für die Verstärkungsschicht, 
wird im Kurzzeitbereich durch das jeweilige σ-ε-Diagramm beschrieben. Erforderliche Angaben hierzu 
sind der Kurzzeit-E-Modul, die Betondruck- und Zugfestigkeit sowie die zugehörigen Dehnungsgrenzen. 
Aus diesen ermitteln sich die entsprechenden Parabelparameter für die nichtlinearen Bereiche Druck und 
Tension Stiffening. Für den Feinbeton der Verstärkungsschicht ist außerdem für dessen verbleibende 
Resttragfähigkeit der Parameter μ zu definieren (vgl. Kapitel 2.1.1). 
 
Die zeitabhängigen Verformungen aus Kriechen werden gemäß Kapitel 2.1.6 über einen zeitveränderli-
chen Fließdämpfer (zwei Parameter) und zwei Feder-Dämpfer-Einheiten zur Beschreibung des verzögert 
elastischen Dehnungsanteils erfaßt (zusammen vier Parameter). Entsprechend dem additiven Ansatz des 
Materialmodells kann auch das Programm um weitere Elemente erweitert werden. Die Schwindver-
formungen des Betons werden unter Verwendung des Berechnungsverfahren des [EUROCODE 2] mit den 
dafür erforderlichen Kenngrößen ermittelt (siehe auch Anhang C). 
 
Stahl- und Faserbewehrung werden im Rahmen dieser Arbeit als zeitkonstante und linear elastische 
Materialien betrachtet und über ihren jeweiligen E-Modul erfaßt. Für die Stahlbewehrung ist außerdem 
die Fließgrenze (und unter Umständen auch die Bruchdehnung) zu berücksichtigen. Dies dient jedoch nur 
zu Kontrollzwecken, um sicherzustellen, daß die untersuchten Beanspruchungskonstellationen im 
vorgesehenen Gebrauchslastbereich bleiben. 
 
►  Belastung 
 
Es werden für jeden Zeitpunkt t die Schnittgrößen N(t) und MR(t) benötigt. Hierfür ist gegenwärtig der 
Last-Zeit-Verlauf nach Bild 3.12 mit Abschnitten konstanter Last sowie den dargestellten Be- und 
Entlastungsprozessen im Programm implementiert. Bei der in diesem Kapitel vorgestellten Betrachtung 
am „herausgelösten“ Querschnitt mit vorgegebenen Beanspruchungen repräsentiert dabei die vertikale 
Last-Achse unmittelbar die vorhandenen Schnittgrößen. 
 
►  Zeitliche Angaben 
 
Neben dem Anfangszeitpunkt der Berechnung t0 und dem Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme tV sind 
für alle stattfindenden Be- und Entlastungsprozesse deren Anfangs- und Endzeitpunkte anzugeben. Ferner 
werden die rechnerischen Zeitpunkte des Schwindbeginns benötigt (jeweils für Beton Basisquerschnitt 
und Feinbeton Verstärkungsschicht). Für die Inkrementweite ist ein Startwert zu definieren. 
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►  Weitere Steuerparameter 
 
Neben den umseitig aufgeführten Eingangsdaten sind zahlreiche weitere Steuerparameter zu definieren, 
welche die numerischen Randbedingungen verschiedener Rechenprozesse vorgeben. Hierzu gehört in der 
obersten Programmebene die adaptive Schrittweitensteuerung, d.h. die Anpassung der Zeitinkremente an 
den allmählich abklingenden Kriechprozeß (Schrittweitenvergrößerung) und an Belastungsänderungen 
(Schrittweitenverkleinerung). Auf Inkrementebene sind die Integralstreifendicke Δz für die Durchführung 
der numerischen Integration der Betonspannungen sowie geeignete Abbruchkriterien für alle Näherungs-
verfahren zu definieren. Weitere Parameter dienen der Steuerung der Ergebnisausgabe. 
 
 
 
3.3.3.2 Ermittlung des Anfangszustandes der Berechnung 
 
 
Ausgangspunkt der Berechnung ist die Kenntnis des Anfangszustandes zu Beginn der Lastaufbringung 
zum Zeitpunkt t0. Hierfür ist unter Zugrundelegung der Anfangsschnittgrößen N(t0) und MR(t0) und unter 
Verwendung der Kurzzeitstoffgesetze des Betons der zugehörige Dehnungs- und Spannungszustand nach 
dem in Anhang B formulierten Berechnungsalgorithmus zu bestimmen. Das Programm sieht neben dem 
unverstärkten Basisquerschnitt (Regelfall) auch die Anteile einer textilen Verstärkungsschicht mit vor. 
 
Wird die Lastaufbringung über eine inkrementelle Laststeigerung vollzogen, so wird im ersten Lastinkre-
ment für gewöhnlich ein ungerissener Querschnitt vorliegen. Die Start-Näherungswerte lassen sich so für 
das zu bestimmende Dehnungsbild in Form von ε0 und s0 sehr einfach angeben (Gleichungen B.9 bis 
B.11), die folgenden Lastinkremente nutzen jeweils die Ergebnisse des vorhergehenden Schrittes als 
Startwerte. Alternativ kann bei reinen Querschnittsbetrachtungen auch direkt mit den „vollen“ Schnitt-
größen gearbeitet werden. Dann wird in den meisten Fällen eine gerissene Zugzone vorliegen und die 
Start-Näherungswerte sind über eine Iterationsschleife gemäß den Gleichungen (B.12) bis (B.17) zu 
bestimmen. Für Gebrauchslastzustände führen beide Varianten gleichermaßen zum Ziel. 
 
Im Ergebnis wird ein kompletter Datensatz für das zum Zeitpunkt t0 sich am Querschnitt einstellende 
Dehnungs- und Spannungsbild erzeugt, wobei letzteres mittels Spline-Kurven dargestellt wird. Außerdem 
werden alle weiteren Angaben, die für die folgende Langzeitberechnung erforderlich sind, mit der Vorbe-
legung „Null“ bereitgestellt (insbes. Dehnungsanteile Fließen und verzögert elastische Verformung). 
 
Der so erzeugte Programmteil zur Bestimmung des Anfangszustandes kann durch leichte Modifikation 
auch zur Bruchlastermittlung auf Basis der Kurzzeitstoffgesetze genutzt werden. Hierzu wird nach dem 
Prinzip der inkrementellen Laststeigerung das einwirkende Biegemoment (und ggf. die Normalkraft) 
solange erhöht, bis die Traglast erreicht ist und der Querschnitt durch Versagen des Betons oder der 
Stahlbewehrung kollabiert. Damit steht eine einfache Möglichkeit zur Verfügung, vor Durchführung einer 
(i.a. sehr zeitintensiven !) Langzeitberechnung zu prüfen, ob der vorgegebene Querschnitt mit der angrei-
fenden Belastung tatsächlich in den vorgesehenen Gebrauchslastbereich einzustufen ist oder nicht und um 
ggf. die Querschnittsdimensionierung und die Bewehrungsmenge anzupassen. 
 
 
 
3.3.3.3 Steuerung des Kriechprozesses 
 
 
Nach Kenntnis des Anfangszustandes beginnt die Langzeitberechnung für Kriechen und Schwinden. 
Gemäß der in Bild 3.13 dargestellten Programmstruktur werden alle vorgesehenen Kriechabschnitte 
inkrementweise über den Zeitverlauf nacheinander abgearbeitet. Dies erfolgt auf der obersten Programm-
ebene, hier laufen alle Eingangsdaten, alle auszugebenden Ergebnisse und alle mitzuführenden 
Zwischenergebnisse zusammen. Zur späteren Einbindung in ein FE-System liegen hier die notwendigen 
Schnittstellen für den Datenaustausch zwischen Querschnitt (→ Element) und Gesamtsystem. 
 
3.3  Programmtechnische Umsetzung des Berechnungsalgorithmus am Querschnitt 61
 
Der Programmteil zur Kriechprozeßsteuerung hat im wesentlichen zwei Hauptaufgaben; zum einen die 
Anpassung der Inkrementschrittweiten und zum anderen die Verwaltung aller Ein- und Ausgangsdaten, 
die von einem Rechenschritt zum nächsten zu übergeben sind. Die Ergebnisausgabe wird ebenfalls auf 
dieser Programmebene gesteuert. 
 
Ist die Betrachtung einer lokalen Querschnittsstelle alleiniger Zweck der Berechnung, so ist im Zuge         
der Kriechprozeßsteuerung außerdem die Belastung bereitzustellen, d.h. in diesem Falle sind unmittelbar 
die angreifenden Schnittgrößen N(t) und MR(t), zu definieren. Dazu gehört auch die Durchführung aller 
stattfindenden Be- und Entlastungsprozesse. Liegen alle Eingangsdaten für den aktuellen Berechnungs-
zeitpunkt tx vor, so werden sie an die darunter liegende Programmebene übergeben. 
 
 
 
3.3.3.4 Berechnung im Zeitinkrement 
 
 
Dieser Programmteil stellt den eigentlichen Kern der Berechnung dar. Nach Übernahme aller erforder-
lichen Daten für die betrachtete Querschnittsstelle im aktuellen Zeitinkrement wird der in Kapitel 3.2.2 
aufgezeigte und im Anhang C detailliert beschriebene Algorithmus Schritt für Schritt abgearbeitet. Die 
Programmstruktur folgt dabei der schematischen Darstellung in Bild 3.3 und Bild 3.6 und arbeitet sowohl 
für unverstärkte als auch für verstärkte Querschnitte nach dem gleichen Grundprinzip. 
 
Auf oberster Ebene steht die Iterationsschleife für die Erfüllung des zum Endzeitpunkt des Inkrements tx+1 
am Querschnitt geltenden Gleichgewichtszustandes auf Basis der Bestimmungsgrößen des Dehnungs-
bildes εx+1 und sx+1. Die programmtechnische Umsetzung erfolgt, wie bereits beschrieben, mit dem 
NEWTONschen Näherungsverfahren. In separaten Unterprogrammen werden nacheinander zuerst die 
Bereichsgrenzen des Spannungsbildes zσ.0(tx+1), zct1(tx+1) und zct2(tx+1) berechnet, anschließend können mit 
diesen die Integrale der Betonspannungen numerisch aufsummiert werden. Danach sind alle weiteren 
Anteile für Stahlbewehrung und - sofern vorhanden - textilbewehrte Verstärkungsschicht zu berechnen. 
Es folgt die Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen und anhand der auf den Fehlbeträgen ΔN(tx+1) 
und ΔMR(tx+1) basierenden Iterationsvorschriften die schrittweise Verbesserung der angenommenen 
Eingangswerte. Im Ergebnis liefert die Iterationsschleife das gesuchte zum Zeizpunkt tx+1 vorhandene 
Dehnungsbild in Gestalt von εx+1 und sx+1. 
 
Im Anschluß wird die Nachlaufrechnung für die Bestimmung aller weiteren Größen im Zeitinkrement 
(vgl. Kapitel 3.2.2.5) durchgeführt. Diese werden als kompletter Datensatz gebündelt und an die darüber 
liegende Programmebene der Zeitschleifensteuerung zurück übergeben. 
 
 
Anmerkung : 
 
Die Berechnung im Zeitinkrement beruht auf dem für biegebeanspruchte Querschnitte zugrundegelegten 
Dehnungs- und Spannungszustand in Form einer ausgebildeten Betondruckzone und einer ausgebildeten 
Zugzone (gerissen oder ungerissen) gemäß den Darstellungen in Bild 3.2 und C.1 für den Gebrauchslast-
zustand und unter Beachtung der in Kapitel 3.1 eingangs formulierten Annahmen. Nach diesen Maßgaben 
wurde das zugehörige Programm entwickelt und in zahlreichen Berechnungen erfolgreich getestet. Bei 
abweichenden Randbedingungen sind diese Annahmen ggf. nicht mehr erfüllt, das gilt vor allem bei sehr 
hohen oder auch sehr niedrigen Beanspruchungsniveaus. Im erstgnannten Fall kann dies zum Erreichen 
der Fließgrenze des Bewehrungsstahls führen, im letztgenannten, insbesondere bei Vorzeichenwechsel 
des Biegemomentes (im Bereich von Momentennullpunkten), kann dies im Zeitverlauf Spannungs-
zustände hervorrufen, bei denen sich infolge des zeitlich verzögerten Materialverhaltens Druck- und 
Zugspannungen mehrfach abwechseln. Die Folge sind Instabilitäten in einigen Berechnungsschritten. Es 
erfolgt deshalb eine Prüfung, ob der vorliegende Querschnitt den zugrundegelegten Kriterien genügt. Ist 
dies nicht der Fall, wird in der gegenwärtigen Programmversion dieses mit Verweis auf die Ursache  
zunächst abgebrochen. Erweiterungsmöglichkeiten für derartige Fälle sind vorgesehen. 
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3.3.3.5 Rechentechnische Verwaltung der Daten 
 
 
Der vorgestellte Berechnungsalgorithmus, beruhend auf einer numerisch-inkrementellen Vorgehensweise, 
erfordert für jeden Berechnungsschritt die genaue Kenntnis des vorhergehenden Schrittes, d.h. den am 
Querschnitt vorhandenen Dehnungs- und Spannungszustand. Wie in Kapitel 3.2.2.6 beschrieben, wird der 
nichtlineare Verlauf des Spannungsbildes über 10 Spline-Funktionen beschrieben, gleiches gilt für die 
anteiligen Dehnungsbilder für Fließen und verzögert elastische Verformung, die jedes für sich einen 
ebenfalls nichtlinearen Verlauf aufweisen. Nach der Anzahl der im Materialmodell enthaltenen zeitab-
hängigen Elemente bestimmt sich die Größenordnung der zwischenzuspeichernden Daten. Bei dem 
Materialmodell nach Bild 2.12 (ein Dämpfer und zwei nachgeschaltete Feder-Dämpfer-Einheiten) sind es 
insgesamt ca. 200 Einzelwerte. 
 
Das folgende Bild 3.14 zeigt schematisch die programminterne Struktur eines solchen Datensatzes, mit 
dem der gesamte Spannungs- und Dehnungszustand mit all seinen Einzelheiten abgebildet wird. Die 
Realisierung erfolgt in Form eines eindimensionalen Feldes. Für die spätere Einbindung in ein FE-
Programm repräsentiert dieses ein einzelnes (finites) Element und bildet damit eine wichtige Schnittstelle 
des Datentransfers auf der obersten Programmebene. 
 
 
 
Bild 3.14   Schematischer Aufbau des Datensatzes zur Abspeicherung des am Querschnitt vorhandenen 
                  Dehnungs- und Spannungszustandes 
 
 
Zum Startzeitpunkt der Berechnung t0 wird der komplette Datensatz erstmals generiert, alle nicht vorhan-
denen Anteile werden mit Null vorbelegt. Angaben zu Stahl- und Faserbewehrung werden nicht extra 
erfaßt, da sich diese infolge der verwendeten linear elastischen und zeitunabhänigen Materialgesetze 
direkt aus dem Gesamt-Dehnungsbild des Querschnittes bzw. der Verstärkungsschicht ergeben. Der 
inkrementweise zu übergebende Datensatz ist zur Optimierung des Rechenzeitaufwandes auf diejenigen 
Daten reduziert, die zur Durchführung der Kriechberechnung zwingend erforderlich sind. Alle weiteren 
für die Ergebnisausgabe interessierenden Größen werden im Nachgang aus diesen berechnet. Das 
geschieht in separaten Unterprogrammen und in der Regel nicht nach jedem Rechenschritt. 
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3.3.4 Ergebnisaufbereitung und Visualisierung 
 
 
Mit dem vorliegenden, in der Programmiersprache FORTRAN erstellten Programm können sowohl für 
reine Stahlbetonquerschnitte als auch für solche mit (nachträglich) aufgebrachter Verstärkungsschicht mit 
textiler Faserlage die zeitlichen Veränderungen des Dehnungs- und Spannungszustandes infolge der Aus-
wirkungen des Kriechens und Schwindens berechnet werden. Im Ergebnis liefert das Programm eine 
Vielzahl an Daten, die zunächst in mehreren Dateien abgelegt werden. Im Rahmen eines anschließenden 
Postprozessings sind diese auszuwerten und in der gewünschten Form grafisch aufzubereiten. Hierfür gibt 
es die nachfolgend beschriebenen Möglichkeiten. 
 
 
►  Örtlich oder zeitlich ausgewählte Betrachtungspunkte 
 
Die maßgeblich interessierenden Ergebnisse sind die zeitlichen Veränderungen der Extremwerte von 
Dehnung und Spannung aller am Verbundquerschnitt beteiligten Komponenten. Für den Beton des Basis-
querschnittes sind dies die Zuwächse der Dehnungen an dessen Ober- und Unterseite bei gleichzeitig 
abnehmenden Druck- und Zugspannungen. Ferner läßt sich die Gesamtdehnung in ihre einzelnen Anteile, 
d.h. Kurzzeitdehnung, Fließverformung, verzögert elastische Verformung und Schwinden aufsplitten. Die 
grafische Aufbereitung erfordert keinen besonderen Aufwand und läßt sich mit verschiedenen Tabellen- 
oder Mathematikanwendungen realisieren. In der vorliegenden Arbeit wird dazu MATHCAD genutzt, wie 
in Bild 3.15 a und b beispielhaft für die zeitliche Entwicklung der Betondehnungen und -spannungen an 
der Oberseite (Druckzone) eines biegebeanspruchten Querschnittes dargestellt ist. Ebenso lassen sich die 
Dehnungen und Spannungen in der Verstärkungsschicht sowie in Stahl- und Faserbe-wehrung oder auch 
alle anderen sich im Zeitverlauf verändernden Größen, wie bspw. die Nullinienlagen oder die Rißtiefen 
im Beton visualisieren. 
 
Neben der Betrachtung ausgewählter Ergebnisse in Abhängigkeit von der Zeit können mit dieser Methode 
auch für alle interessierenden Zeitpunkte die Verläufe von Dehnung und Spannung über die gesamte 
Querschnittshöhe abgebildet werden, siehe Bild 3.15 c. Damit läßt sich die Ausformung von Druck- und 
Zugzone zu unterschiedlichen Zeitpunkten, wie z.B. unmittelbar nach Lastaufbringung und nach 
abgeschlossenem Kriech- und Schwindprozeß miteinander vergleichen. 
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Bild 3.15   Beispiele für die grafische Aufbereitung und Visualisierung der Ergebnisse mittels MATHCAD 
                  a), b)  zeitlicher Verlauf von Dehnung und Spannung an       c)  Beton-Spannungsbild des 
                            der Querschnittsoberseite (Beton-Druckzone)    Basisquerschnittes 
 
ε(t)
 σB(t)
σB(z)
c)
b) 
a) 
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►  Animierte Betrachtung der Ergebnisse über Querschnittshöhe und Zeitverlauf 
 
Oftmals genügt es für die baumechanische Beurteilung des Gesamt-Tragverhaltens nicht, eine Moment-
aufnahme an exemplarisch ausgewählten Zeitpunkten wie z.B. dem Endzustand der Berechnung zu 
betrachten, sondern es sind die Ergebnisse über den gesamten Zeitverlauf in geeigneter Weise abzubilden. 
Dies geschieht mit einem eigens hierfür entwickelten Grafikprogramm, welches in der Programmier-
sprache C++ estellt wurde und alle interessierenden Ergebnisverläufe in Form einer Animation über die 
Zeitachse, einschließlich stattfindender Be- und Entlastungsprozesse darstellen kann. Dem Zeitverlauf 
folgend kann damit der beurteilende Ingenieur für ihn wichtige Sachverhalte, wie Dehnungszuwachs und 
Spannungsabfall im Beton, das „Wandern“ der Betondruckzone nach unten hin, den Spannungszuwachs 
in der Bewehrung usw. auf anschauliche Weise schnell erfassen und so die stattfindenden Umlagerungen 
in ihrer Größenordnung gegenüber dem Ausgangszustand einordnen. 
 
Das entwickelte Grafikprogramm orientiert sich am Berechnungsablauf des in Bild 3.12 dargestellten 
Last-Zeit-Diagramms. Es ist für den „Standardfall“ eines auf Biegung und ggf. Normalkraft beanspruchten 
Querschnittes mit unten liegender Zugzone konzipiert und bildet für diesen den kompletten Dehnungs- 
und Spannungszustand ab, siehe Bild 3.16. Neben dem Basisquerschnitt wird ab dem Zeitpunkt des 
Vorhandenseins einer textilbewehrten Verstärkungsschicht auch diese in die Darstellung mit einbezogen, 
und es ist deren Anteil an der Lastabtragung in der Zugzone sehr schön erkennbar. 
 
 
 
 
Bild 3.16   Darstellung der am gesamten Querschnitt vorhandenen Dehnungen und Spannungen  
                  mittels Animation über den Zeitverlauf 
 
 
Im folgenden Kapitel wird anhand eines Rechenbeispiels für einen Querschnitt mit Verstärkungsschicht 
eine komplette Langzeitberechnung mit den o.a. Möglichkeiten der Ergebnisausgabe vorgestellt. 
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3.4 Rechenbeispiel 
 
 
3.4.1 Aufgabenstellung und Eingangsgrößen 
 
 
In den folgenden Abschnitten wird für den in Bild 3.17 dargestellten Stahlbetonträger mit T-förmigem 
Querschnitt (Plattenbalken) die Berechnung der zeitabhängigen Umlagerungen infolge Kriechens und 
Schwindens für die Stelle der maximalen Beanspruchung in Trägermitte durchgeführt. Der Träger wird 
später mit einer textilbewehrten Verstärkungsschicht versehen. Anhand verschiedener Variantenunter-
suchungen wird gezeigt, wie sich damit die Tragfähigkeit steigern läßt und welchen Einfluß zahlreiche 
Randbedingungen haben. Auf den zunächst unverstärkten Träger wirkt eine kriecherzeugende Dauerlast 
von q = 30 kN/m ein (Eigengewicht + ständiger Verkehrslastanteil). Dies entspricht am betrachteten Quer-
schnitt in Trägermitte einer Biegemomentenbeanspruchung von M = MR = 375 kNm (wg. N = 0). 
 
 
 
Bild 3.17   Rechenbeispiel Stahlbetonträger ; statisches System, Belastung und Querschnittsgeometrie 
 
 
In Tabelle 3.1 sind die notwendigen Materialkennwerte für den Beton des Basisquerschnittes für dessen 
Beschreibung im Kurzzeitbereich zusammengestellt. Tabelle 3.2 enthält alle notwendigen Angaben zur 
Stahlbewehrung, die oben liegende Druckzonenbewehrung ist nur konstruktiv vorgesehen. 
 
 
Kennwerte für den Beton des Basisquerschnitts 
 Betongüte C 40/50 
 Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Modul) Ecm  =  35.000 N/mm² 
 Betondruckfestigkeit   fc  =  - 48,00 N/mm² 
 Dehnung bei Betondruckfestigkeit εc1  =  -2,30 ‰ 
 Dehnung im Bruchzustand εc2  =  -3,50 ‰ 
 Betonzugfestigkeit fct  =  3,50 N/mm² 
 Dehnung bei Betonzugfestigkeit εct1  =  0,10 ‰ 
 Grenzdehnung für Tension Stiffening εct2  =  1,80 ‰ 
 
Tabelle 3.1   Erforderliche Materialkennwerte für den Beton des Basisquerschnittes nach Eurocode 2, 
                    Teil 1-1 (entspr. DIN EN 1992-1-1, 2004) 
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Kennwerte für die Stahlbewehrung 
 Betonstahlsorte BSt 500 
 Bewehrung Zugzone (unten) :  8 Ø 20, 2-lagig ABew.u  =  25,13 cm² 
 Bewehrung Druckzone (oben) :  6 Ø 12 ABew.o  =    6,79 cm² 
 Elastizitätsmodul  EBew  =  210.000 N/mm² 
 Zugfestigkeit (Fließgrenze)         βs   =   500 N/mm² 
 
Tabelle 3.2   Erforderliche Querschnitts- und Materialkennwerte für die eingelegte Stahlbewehrung 
 
 
Für die Erfassung der zeitabhängigen Verformungen sind unter Beachtung der anliegenden klimatischen 
Randbedingungen nach dem Berechnungsansatz des [EUROCODE 2] zuächst die Grundkriechzahl Φ0 und 
das Grundschwindmaß εcs0 zu bestimmen. Anschließend werden daraus für ein angenommenes mittleres 
Spannungsniveau von σ = 0,4 fc über Parameterabgleich die Feder- und Dämpfer-Kennwerte für das in 
Kapitel 2.1.6 eingeführte Materialmodell mit einem Fließdämpfer mit Alterungscharakteristik und zwei 
nachgeschalteten Feder-Dämpfer-Einheiten ermittelt (Vorgehensweise vgl. Kapitel 2.1.2.4). In Tabelle 3.3 
sind alle hierfür notwendigen Angaben aufgeführt. 
 
 
Zugrunde gelegte Annahmen / Randbedingungen für K+S 
 Mittlere relative Luftfeuchte ΦRH  =  40 % 
 Mittlere Umgebungstemperatur  Ti.M.  =  20 °C 
 Wirksames Betonalter bei (Erst-)Belastung  t0  =  28 Tage 
 Wirksame Bauteildicke  h0  =  188 mm 
 Zementart normal oder schnell erhärtend Klasse N 
Ermittelte Ausgangswerte K+S nach Eurocode 2 
 Grundkriechzahl              Φ0  =  2,05 
 Grundschwindmaß             εcs0  =  - 0,60 ‰ 
Resultierende Feder- und Dämpferparameter 
 Parameter für Anteil Fließverformung     aF  =  7,20 x 10
8 h · N/mm² 
    bF  =  6,67 x 10-5 1/h 
 Parameter für Feder-Dämpfer-Einheit 1     c1  =  6,10 x 10
4 N/mm² 
    d1  =  1,92 x 107 h · N/mm² 
 Parameter für Feder-Dämpfer-Einheit 2     c2  =  5,40 x 10
4 N/mm² 
    d2  =  1,44 x 109 h · N/mm² 
 
Tabelle 3.3   Zusammenstellung der Materialkennwerte für Kriechen und Schwinden 
 
 
Neben den o.a. Angaben des Basisquerschnittes sind in analoger Weise die Querschnitts- und Material-
kennwerte für die vorgesehene Verstärkungsschicht bereitzustellen. Da der aufzubringende Feinbeton 
nicht den einschlägig genormten Betongüten entspricht, werden hierfür die Materialeigenschaften der im 
Rahmen umfangreicher Versuchsdurchführungen mit textilen Betonbauteilen an der TU Dresden, Institut 
für Baustoffe, verwendeten Betone zugrunde gelegt. Sie sind in Tabelle 3.4 aufgeführt. Nach Überschreiten 
der Grenzdehnung für Tension Stiffening wird eine Resttragfähigkeit von μ = 20 % berücksichtigt. 
 
3.4  Rechenbeispiel 67
 
Die Parameter für das zeitabhängige Verformungsverhalten für den Feinbeton der Verstärkungsschicht 
werden analog der Vorgehensweise am Basisquerschnitt ermittelt, siehe Tabelle 3.5. Es gelten dabei die-
selben Annahmen und Randbedingungen. 
 
Für die textile Faserbewehrung sollen im Rahmen dieses Beispiels drei Varianten untersucht werden, der 
Einsatz von AR-Glasfasern, von Aramid- und von Carbonfasern. Die jeweils zugrunde gelegten Kenn-
werte sind in Tabelle 3.6 zusammengestellt. Dabei wurden die einzulegenden Bewehrungsmengen unter 
Berücksichtigung der jeweiligen E-Modulen entsprechend abgestuft. 
 
 
Kennwerte für den Beton der Verstärkungsschicht 
 Betongüte [Feinbeton, nicht genormt] 
 Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.) Ecm  =  28.500 N/mm² 
 Betondruckfestigkeit   fc  =  - 76,00 N/mm² 
 Dehnung bei Betondruckfestigkeit εc1  =  -2,80 ‰ 
 Dehnung im Bruchzustand εc2  =  -3,50 ‰ 
 Betonzugfestigkeit fct  =   7,00 N/mm² 
 Dehnung bei Betonzugfestigkeit εct1  =  0,25 ‰ 
 Grenzdehnung für Tension Stiffening εct2  =  1,50 ‰ 
 Verbleibende Resttragfähigkeit               μ  =  0,2 
 
Tabelle 3.4   Erforderliche (Kurzzeit-)Materialkennwerte für den Feinbeton der Verstärkungsschicht 
 
 
Ermittelte Ausgangswerte nach Eurocode 2 für K+S 
 Grundkriechzahl              Φ0  =  1,53 
 Grundschwindmaß             εcs0  =  - 0,54 ‰ 
Resultierende Feder- und Dämpferparameter 
 Parameter für Anteil Fließverformung     aF  =  9,60 x 10
8 h · N/mm² 
    bF  =  5,00 x 10-5 1/h 
 Parameter für Feder-Dämpfer-Einheit 1     c1  =  6,10 x 10
4 N/mm² 
    d1  =  1,20 x 107 h · N/mm² 
 Parameter für Feder-Dämpfer-Einheit 2     c2  =  6,70 x 10
4 N/mm² 
    d2  =  1,92 x 108 h · N/mm² 
 
Tabelle 3.5   Zusammenstellung der Materialkennwerte für Kriechen und Schwinden für den 
                     Feinbeton der Verstärkungsschicht 
 
 
 Verwendete Fasern AR-Glasfasern Aramidfasern Carbonfasern 
 Bewehrungsmenge  AF 20,00 cm² 15,00 cm² 10,00 cm² 
 Elastizitätsmodul  EF 70.000 N/mm² 125.000 N/mm² 240.000 N/mm² 
 Zugfestigkeit (Roving) ≥ 1000 N/mm² ≥ 1000 N/mm² ≥ 1500 N/mm² 
 
Tabelle 3.6   Querschnitts- und Materialkennwerte für die verwendeten textilen Faserbewehrungen 
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3.4.2 Berechnung des unverstärkten Querschnitts 
 
 
Der unverstärkte Stahlbeton-Basisquerschnitt gemäß Bild 3.17 wird für einen Betrachtungszeitraum von 
10.000 Tagen (ca. 27 Jahre) mit einer konstanten Beanspruchung (30 kN/m, entspr. MR = 375 kNm) 
berechnet. Die Veränderungen des Dehnungs- und Spannungszustandes sind in Bild 3.18 für den Zeit-
punkt der Lastaufbringung t0 = 28 Tage und für den Endzeitpunkt der Untersuchung dargestellt.  
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Bild 3.18   Zeitliche Veränderung des (a) Dehnungs- und (b) Spannungszustandes am Querschnitt infolge 
                  Kriechen und Schwinden nach einem Betrachtungszeitraum von ca. 27 Jahren 
 
 
Die Abbildung zeigt, wie die maximalen Dehnungen an der Querschnittsoberseite von 0,48 ‰ bis auf 
1,37 ‰, also fast das Dreifache, anwachsen. Die Spannungen im Beton nehmen dort von 17,8 N/mm² auf 
11,4 N/mm² um etwa ein Drittel ab und liegen dabei im Mittel mit ca. 0,3 fc vollständig im angenom-
menen Gebrauchslastbereich. Deutlich geringer fällt der Dehnungszuwachs an der Querschnittsunterseite 
von 1,45 ‰ auf 1,71 ‰ aus, das ist eine Zunahme um knapp ein Fünftel. Anhand dieser Entwicklung der 
Dehnungen lassen sich die daraus resultierenden Folgen für das Verformungsverhalten erahnen, in 
Kapitel 4.2.1.1 werden die Durchbiegungen des Trägers, der diesem Beispiel zugrunde liegt, ermittelt. 
 
Weiterhin zeigt Bild 3.18 sehr deutlich die sich in Richtung Zugzone (also nach unten) hin verlagernden 
Nullinienlagen. Während diese zum Ausgangszeitpunkt mit 148 mm noch innerhalb der Platte liegen, ist 
zum Endzeitpunkt der Nulldurchgang bei der Dehnung auf 267 mm und bei der Spannung auf 232 mm 
angewachsen. Die Differenz resultiert aus der spannungsunabhängigen Schwinddehnung. Flächenmäßig 
wird die Betondruckzone insgesamt etwas kleiner. Dies ist in diesem Beispiel vor allem der Querschnitts-
form des Plattenbalkens geschuldet, da mit Ausbreiten der Druckzone über die Plattendicke (180 mm) 
hinaus dort nur noch die schmalere Stegbreite zur Verfügung steht. Dies ist jedoch eher von geringfügiger 
Bedeutung, i.d.R. bleibt die Druckspannungszone in ihrer Fläche insgesamt weitestgehend gleich (auch 
bei Rechteckquerschnitten) und verlagert sich nur in ihrer Ausformung und Höhenlage. Die vom Beton 
übertragenen Zugspannungen nehmen hingegen deutlich ab, da der Bereich der zu Beginn ungerissenen 
Zugzone im Zeitverlauf vollständig überdrückt wird. Die im Bereich der gerissenen Zugzone infolge 
Tension Stiffening noch anrechenbaren Spannungen nehmen ebenfalls geringfügig ab. 
 
 σB(t0)
 σB(t∞) 
 ε(t0) 
 ε(t∞) 
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Das folgende Bild 3.19 zeigt über den Zeitverlauf die Zusammensetzung der Betondehnung an der Quer-
schnittsoberseite aus den einzelnen Anteilen für elastische Kurzzeitdehnung, Fließverformung, verzögert 
elastische Verformung (zwei Anteile gemäß Materialmodell) und Schwinden. Die Belegung der Material-
parameter ist in ihrer Größenordnung daran wiederzuerkennen. Der dargestellte qualitative Verlauf gilt     
in dieser Form - abgesehen vom Übergangsbereich der sich verlagernden Nullinienlagen - auch in jeder 
anderen Höhenlage des Querschnittes, also auch für den Zugbereich. 
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Bild 3.19   Zeitlicher Verlauf aller Anteile der Betondehnung an der Querschnittsoberseite 
 
 
Die Darstellung zeigt das stark ausgeprägte Kriechverhalten im jungen Betonalter. Bereits nach ca. zwei 
bis drei Jahren (1000 Tage) sind über 90 % der sich einstellenden Kriech- und Schwindverformungen 
abgeschlossen. Synchron mit dieser Entwicklung verläuft die zeitliche Abnahme der Betonspannungen 
und die Zunahme der Spannungen in der Stahlbewehrung, siehe Bilder 3.20 und 3.21. 
 
Durch die bereits beschriebene deutliche Verkleinerung der Betonzugzone bei einer sich gleichzeitig 
flächenmäßig nur geringfügig ändernden Druckzone sind unter konstant bleibender Belastung die aufzu-
nehmenden Kräfte in der Biegezugzone allein durch die eingelegte Stahlbewehrung zu kompensieren. So 
steigt in diesem Beispiel die Stahlspannung von 265 N/mm² auf 296 N/mm² an, dies ist eine Zunahme um 
ca. 12 %. Dementsprechend nehmen die Sicherheitsreserven der Bewehrung gegenüber der Stahlfließ-
grenze ab. Dies ist jedoch meist unkritisch, da bei praktischen Bemessungen die Mitwirkung des Betons 
auf Zug nicht in Rechnung gestellt und folglich eine höhere Auslastung der Bewehrung angenommen 
wird, als es mit Berücksichtigung des Zugspannungs-Tragverhaltens des Betons tatsächlich der Fall ist. In 
diesem Beispiel liegt hier die Sicherheit mit γBew = 500/294 = 1,70 noch immer im akzeptablen Bereich. 
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Bild 3.20   Zeitliche Abnahme der maximalen 
                 Betondruckspannung 
Bild 3.21   Zeitliche Zunahme der Spannung 
                  in der Stahlbewehrung 
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Im Bild 3.22 sind die zeitlich „wandernden“ Nullinienlagen und Rißtiefen in ihrer maßstäblichen Lage 
über die Querschnittshöhe angetragen. Es ist deutlich zu erkennen, wie die eingezeichneten Nullinien für 
die Dehnung und die Spannung unmittelbar im Anfangsstadium infolge des starken Schwindens im 
frühen Betonalter auseinander driften und schließlich auf eine bleibende Differenz konvergieren, die aus 
der Schwinddehnung für t → ∞ resultiert. Die Spannungsnullinie verläßt nach ca. 700 Tagen den Platten-
bereich (180 mm), d.h. die Druckzone erstreckt sich von da an auch über den Stegbereich. 
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Bild 3.22   Zeitlicher Verlauf der Nullinienlagen und Rißtiefen über die Querschnittshöhe 
 
 
Die beiden gestrichelten Linien stellen die Rißtiefen zct1 und zct2 dar. Sie grenzen denjenigen Bereich der 
gerissenen Zugzone ein, in dem der Beton noch anteilige Spannungen infolge Tension Stiffening 
überträgt. Die obere Grenze zct1 verläuft dabei praktisch parallel zur Spannungsnullinie zσ.0, im Bereich 
dazwischen liegt nach und nach immer mehr teilweise geschädigter Beton vor. Somit wird bei 
Verwendung des linear elastischen Stoffgesetzes für Zug in diesem Bereich dann nicht mehr mit der 
Betonzugfestigkeit fct als maximal aufnehmbare Spannung gerechnet, sondern mit einem abgeminderten 
Wert entsprechend der vormals noch maximal dort übertragenen Spannung. Dies ist auch bei Betrachtung 
des Spannungszustandes in Bild 3.18 gut zu erkennen. Die untere Rißrenze zct2 reicht ab etwa 150 Tagen 
in den Querschnitt hinein, d.h. ab diesem Zeitpunkt erreicht der Wert für die anteilige Kurzzeitdehnung 
den in diesem Beispiel angenommenen Grenzwert von 1,80 ‰. Unterhalb dieser Linie liegt somit voll-
ständig gerissener Beton vor, der sich nicht mehr mit an der Lastabtragung beteiligt. 
 
 
►  Fazit 
 
Die Ergebnisse dieser Beispielrechnung liegen vollständig im Rahmen der in den vorangegangenen 
Kapiteln beschriebenen Erwartungen. Die Zuwächse der maximalen Betondehnungen unter Beachtung 
der gleichzeitig abnehmenden Spannungen (verminderte durchschnittliche kriecherzeugende Dauerlast) 
stehen in sehr guter Relation zu den Werten der errechneten Kriechzahl und des Schwindmaßes. Auf-
grund ihrer Größenordnung sollten sie für die Beurteilung der Gebrauchstauglichkeit (Verformungen) von 
Betonbauwerken unter Langzeitaspekten in jedem Falle berücksichtigt werden. 
 
Ebenso interessant sind die im Umlagerungen der inneren Kräfte im Querschnitt für die Beurteilung von 
dessen Tragsicherheit, insbesondere mit Blick auf die im Zeitverlauf zunehmenden Spannungen in der 
Stahlbewehrung. Zwar werden hier unter Gebrauchslasten meist keine kritischen Zustände hinsichtlich des 
Sicherheitsniveaus erreicht, für Untersuchungen unter Bruchlasten jedoch spielt die größere Auslastung 
der Bewehrung gegenüber einer Berechnung ohne Kriechen und Schwinden eine nicht mehr zu vernach-
lässigende Rolle, d.h. die Tragfähigkeit des Querschnitts wird im Zeitverlauf abnehmen. 
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3.4.3 Berechnungen am Querschnitt mit textiler Verstärkungsschicht 
 
 
3.4.3.1 Zielstellung und Übersicht der untersuchten Varianten 
 
 
In den folgenden Kapiteln wird dargestellt, welche Veränderungen im Querschnitt bei Verstärkung mit 
einer textilbewehrten Feinbetonschicht stattfinden und wie sich damit die Tragfähigkeit steigern läßt. Es 
werden hierzu mehrere Varianten untersucht und gegenübergestellt. Im Fokus der Untersuchungen steht 
dabei die nachträgliche Verstärkung für den in Bild 3.17 abgebildeten Träger. Belastungsseitig wird auch 
in den folgenden Kapiteln eine reine Biegemomentenbeanspruchung, resultierend aus der angetragenen 
Gleichstreckenlast zugrunde gelegt („Standardlastfall“ am Einfeldträger). 
 
►  Grenzlastbestimmung 
 
In einer ersten Rechnung soll vorab gezeigt werden, in welchem Maße der textilverstärkte Querschnitt 
höhere Beanspruchungen aufnehmen kann, wenn die Verstärkungsschicht von Anfang an in Rechnung 
gestellt wird. Diese Berechnung betrachtet ausschließlich den Kurzzeitbereich, die Wirkungen aus 
Kriechen und Schwinden werden hierbei nicht berücksichtigt. Dazu wird der Berechnungsalgorithmus 
nach Anhang B (Bestimmung des Anfangszustandes zum Zeitpunkt t0) genutzt. 
 
►  Einfluß der Belastungsabsenkung vor der Verstärkungsmaßnahme 
 
Wie bereits in Kapitel 3.2.3.2 herausgearbeitet wurde, bestimmt sich die Mitwirkung der Verstärkungs-
schicht an der Lastabtragung in der Biegezugzone in hohem Maße durch die eingetragenen Dehnungen. 
Unter Berücksichtigung der Dehnungsdifferenz zum Basisquerschnitt und der Maßgabe, die Spannungen 
in der Stahlbewehrung ausreichend sicher unter deren Fließgrenze zu halten, ist die Größenordnung der 
Lastabsenkung vor der Verstärkungsmaßnahme entscheidend für die mögliche Laststeigerung nach der 
Verstärkung. Dies wird anhand einiger Varianten demonstriert werden. 
 
►  Einfluß des Betonalters zum Verstärkungszeitpunkt 
 
Eine anteilige Lasteintragung in die Verstärkungsschicht kann auch durch zeitliche Umlagerungen infolge 
Kriechen und Schwinden erfolgen, solange der Basisquerschnitt noch eine gewisse Restkriech- und Rest-
schwindfähigkeit besitzt. Ob bzw. in welchem Umfang dies bei einem Betonalter des Basisquerschnittes 
von mehreren Jahren bis Jahrzehnten noch der Fall ist, soll dieser Variantenvergleich zeigen. 
 
►  Vergleich verschiedener Faserarten 
 
Zum Zeitpunkt der Verfassung dieser Arbeit stand vorzugsweise der Einsatz von AR-Glasfasertextilien 
als Betonbewehrung im Mittelpunkt der Untersuchungen. Daher beziehen sich die meisten vorgestellten 
Rechenbeispiele auf dieses Material. Noch in den Anfängen befanden sich erste Forschungen mit 
Aramid- und Carbonfasergarnen, die künftig ebenfalls als textile Bewehrung in Betonbauteilen Verwen-
dung finden könnten. Daher sollen auch diese Varianten hier berücksichtigt werden. 
 
►  Einfluß des Kriechens und Schwindens an sich 
 
Bereits in Kapitel 3.4.2 wurde deutlich, welchen Einfluß die Auswirkungen des Kriechens und Schwin-
dens auf das Langzeitverhalten von Stahlbetonbauteilen haben. Dennoch wird dieser Aspekt bei der 
Bemessung in der Praxis noch immer oft vernachlässigt. Deshalb werden die wichtigsten Ergebnisse 
sowohl für den unverstärkten als auch für den verstärkten Querschnitt einer Berechnung gegenüberge-
stellt, die nur das Kurzzeit-Materialverhalten des Betons erfaßt. 
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3.4.3.2 Bestimmung der elastischen Grenzlast des verstärkten Querschnitts 
 
 
Da mit den erzeugten Berechnungsalgorithmen im Rahmen dieser Arbeit vorzugsweise Gebrauchslast-
bereiche untersucht werden, kann damit nicht die maximal aufnehmbare Traglast bestimmt werden, da 
speziell das Materialverhalten kurz vor Erreichen des Bruchzustandes für den Verbundquerschnitt hierfür 
nicht hinreichend erfaßt ist (Querschnittsplastizierungen). Stattdessen wird diejenige Grenzlast ermittelt, 
bei welcher der Bewehrungsstahl die Fließgrenze erreicht. Das entsprechende Biegemoment wird als ela-
stisches Grenzmoment bezeichnet. Die darüber hinaus gehende Laststeigerung im plastischen Bereich 
wird nicht weiter verfolgt. Dies genügt für einen Vergleich der Größenordnung der am verstärkten 
Querschnitt aufnehmbaren Mehrbelastung gegenüber dem unverstärkten. 
 
Über die Vorgehensweise der inkrementellen Laststeigerung wird das angreifende Biegemoment solange 
erhöht, bis die Fließgrenze in der Stahlbewehrung (βs = 500 N/mm²) erreicht ist. Dies ist am unverstärk-
ten Querschnitt bei 640 kNm der Fall, siehe Bild 3.23 a. Für den textilverstärkten Querschnitt werden die 
Varianten nach Tabelle 3.6, also AR-Glasfasern, Aramid- und Carbonfasern untersucht, die Ergebnisse 
sind in den Bildern 3.23 b bis d dargestellt. Die mögliche Belastungssteigerung bei den eingelegten Faser-
mengen ist deutlich zu erkennen. Im Falle der Verstärkung mit AR-Glasfasern wird ein Biegemoment von 
865 kNm erreicht, mit Aramidfasern 939 kNm und mit Carbonfasern 1.022 kNm. Dies entspricht einer 
Erhöhung zwischen 35 % und 60 % gegenüber der unverstärkten Variante. In allen vier Fällen liegen die 
bei Erreichen der Stahl-Fließgrenze auftretenden Dehnungen und Spannungen im Beton in ähnlicher 
Größenordnung und noch deutlich unter dessen Druckfestigkeit (fc = - 48,00 N/mm²), siehe Bild 3.24. 
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Bild 3.23   Aufnehmbares elastisches Grenzmoment (a) am unverstärkten und (b - d) am textilverstärkten 
                  Querschnitt bei Belastungssteigerung bis zum Erreichen der Fließgrenze in der Stahlbewehrung 
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Bild 3.24   Entwicklung von (a) Betondehnung und (b) Spannung an der Querschnittsoberseite für die 
                  unverstärkte und für die textilverstärkten Varianten 
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Wie die Abbildungen zeigen, lassen sich in den drei Varianten mit zusätzlicher textiler Bewehrungslage 
deutlich mehr Belastungen aufnehmen als am unverstärkten Querschnitt. Dabei ist gut zu erkennen, wie 
sich die Dehnsteifigkeiten der unterschiedlichen Fasern auf die zu erreichenden Traglasten auswirken.     
Im Falle der Carbonfaserverstärkung kann fast doppelt soviel zusätzliche Last aufgenommen werden, wie 
am AR-glasfaserverstärkten Querschnitt, und dies bei nur der Hälfte der eingelegten Faserbewehrung. Die 
Aramid-Variante liegt dazwischen. Betrachtet man die vorhandenen Faserspannungen in Relation zu deren 
Zugfestigkeiten, so ist die Ausnutzung der Faserbewehrung um so besser, je höher der E-Modul ist. 
 
Mit den Betrachtungen in diesem Kapitel sollte gezeigt werden, welches Potential eine Verstärkung mit 
textilen Faserbewehrungen bereits in sich birgt, wenn als Versagenskriterium allein die Fließgrenze in der 
Stahlbewehrung zugrunde gelegt wird und die Verstärkungsschicht von Anfang an Bestandteil des Verbund-
querschnitts ist. Die tatsächliche Bruchlast wird noch um einiges höher liegen, da zum einen der Stahl 
auch im plastizierten Bereich oberhalb der Fließgrenze noch gewisse Tragreserven hat, zum anderen neh-
men nach Ausfall der Stahlbewehrung auch die Textilfasern noch weitere Lasten auf (z.T. deutlich höhere 
Zugfestigkeit), bis schließlich der Bruch eintritt. Für die folgenden Untersuchungen an nachträglich 
verstärkten Querschnitten wird die Verstärkung in den meisten Fällen unter Last erfolgen, d.h. der Quer-
schnitt bringt eine Vorverformung mit. Für den Gebrauchslastbereich bedeutet dies, daß die zu erwartenden 
aufnehmbaren Mehrbelastungen entweder entsprechend niedriger liegen werden, wenn man ein ähnliches 
Sicherheitsniveau in der Stahlbewehrung erhalten will, oder es werden zugunsten einer höheren Auslastung 
der Faserbewehrung dann auch höhere Spannungen in der Stahlbewehrung akzeptiert, was einer geringeren 
Reserve gegenüber der Fließgrenze entspricht. Dies ist im Rahmen eines entsprechenden Sicherheits-
konzeptes für textilverstärkte Betonbauteile zu beurteilen und soll hier nicht weiter vertieft werden. 
 
 
 
3.4.3.3 Einfluß der Absenkung der Belastung vor der Verstärkungsmaßnahme 
 
 
Der mit einer konstanten Dauerlast von 30 kN/m beanspruchte Stahlbetonträger aus Bild 3.17 soll nach 
einem Zeitraum von 3000 Tagen (ca. 8 Jahre) für die Aufnahme einer zusätzlichen Last von 8 kN/m 
verstärkt werden. Dies entspricht einer Steigerung der Belastung um 26,7 % und damit einer Biege-
momentenbeanspruchung von M = MR = 475 kNm. Hierfür wird an der Unterseite des Trägers (Zugzone) 
eine 40 mm dicke Feinbetonschicht mit eingelegter textiler Bewehrung aus AR-Glasfasern aufgebracht. 
Vor Durchführung der Verstärkungsmaßnahme wird die Belastung reduziert, und es wird untersucht, in 
welchem Maße sich das Dehnungs- und Spannungsverhalten am Querschnitt, insbesondere die in die 
Faserbewehrung eingeleiteten Zugkräfte, durch die Größenordnung der Belastungsabsenkung beein-
flussen läßt. Es werden die in Tabelle 3.7 aufgeführten vier Varianten betrachtet. 
 
 
Variante Belastungsniveau Biegemoment 
(1)            Verstärkungsmaßnahme ohne Absenkung der Belastung 
(2) Absenkung auf  80 % 300 kNm 
(3) Absenkung auf  60 % 225 kNm 
(4) Absenkung auf  40 % 150 kNm 
 
Tabelle 3.7   Zugrundegelegte Annahmen für die Belastungsabsenkung vor der Verstärkungsmaßnahme 
 
 
Der Verlauf der Belastungsgeschichte im Last-Zeit-Diagramm entspricht den Abschnitten (0) bis (6) nach 
Bild 3.12, als Endzeitpunkt der Berechnung werden 10.000 Tage angesetzt. Die Belastung am verstärkten 
Querschnitt wird dabei auf 38 kN/m (126,7 %) konstant gehalten. Im Zuge der bautechnologischen 
Durchführung der Verstärkungsmaßnahme wird ein Zeitraum von jeweils einem Monat für die Abschnitte 
(2) bis (5), also Belastung absenken, Anbringen der Verstärkung einschließlich aller vor- und nachberei-
tenden Arbeiten sowie anschließendes Wiederaufbringen der Belastung vorgesehen. 
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In Bild 3.25 ist der über die Querschnittshöhe anliegende Dehnungs- und Spannungszustand für die unter-
suchten vier Varianten zu sehen, wie er sich nach abgeklungenem Kriech- und Schwindprozeß einstellt 
(hier nach t = 10.000 Tagen). Im Druckbereich liegen die Werte in allen Fällen recht dicht beieinander, 
d.h. unabhängig vom abgesenkten Belastungsniveau vor der Verstärkungsmaßnahme stellen sich dort die 
maximalen Dehnungen und Betondruckspannungen am verstärkten Querschnitt etwa in derselben 
Größenordnung ein. Deutlicher fallen die Unterschiede im Zugbereich aus, hier ist der Effekt einer vor 
der Verstärkung stattfindenden Lastabsenkung sehr gut erkennbar. Die Dehnungsdifferenz zum Basis-
querschnitt wird um so geringer, je weiter das Belastungsniveau vor der Verstärkung abgesenkt wird, und 
dementsprechend größere Dehnungen stellen sich in der Verstärkungsschicht ein. Dies bedeutet für die 
eingelegte Faserbewehrung folglich höhere Spannungen (linear elastisches Materialverhalten) und damit 
einen größeren Anteil an der Abtragung der Zugkräfte in der Biegezugzone. Der umgekehrte Effekt ist im 
Feinbeton der Verstärkungsschicht zu beobachten. Ohne oder bei nur geringer Lastabsenkung und 
anschließender Wiederbelastung liegen die Dehnungen dort zum Teil unterhalb der Zugfestigkeit oder     
nur wenig darüber, so daß mit Berücksichtigung des Tension Stiffening-Effektes noch anteilige Zug-
spannungen (im Beispiel bis max. fct.v = 7 N/mm², siehe zugehörige Linien im Spannungsbild unten) 
aufgenommen werden können. Erst bei den beiden Varianten mit stärkerer Lastabsenkung erreichen die 
Dehnungen in der Verstärkungsschicht Größenordnungen mit stark ausgeprägter Rißbildung, so daß der 
Tension Stiffening-Effekt weitestgehend ausgeklungen ist und der Feinbeton nur noch eine geringe 
Resttragfähigkeit besitzt (hier mit μ = 0,2 angenommen). Entscheidend für die Lastabtragung in der 
Verstärkungsschicht ist jedoch die textile Faserbewehrung, diese nimmt den größten Teil der Zugkräfte 
auf. Die anteiligen Zugkräfte im Feinbeton sind in der Regel von untergeordneter Bedeutung. 
 
Mit stärkerer Beteiligung der Verstärkungsschicht, insbesondere der Faserbewehrung an den aufzuneh-
menden Biegezugkräften und unter der Annahme, daß keine Delamination stattfindet, stellt sich auch eine 
dementsprechende Entlastung für die Stahlbewehrung ein. Der in Bild 3.25 angetragene Verlauf der 
Dehnungen zeigt, wie diese im Bereich der Zugzone des Basisquerschnittes abnehmen, wenn die Deh-
nungen in der Verstärkungsschicht zunehmen. Folglich wachsen auch die Stahlspannungen weniger stark 
an, was sich günstig auf das Sicherheitsniveau auswirkt. 
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Bild 3.25   (a) Dehnungs- und (b) Spannungszustand am verstärkten Querschnitt bei verschiedenen 
                  Varianten der Belastungsabsenkung im Vergleich zum Ausgangszustand zum Zeitpunkt t0 
                  (Bereich der Verstärkungsschicht schwarz gestrichelt dargestellt) 
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In den Bildern 3.26 a bis d sind die Spannungsentwicklungen in Stahl- und Faserbewehrung für die vier 
untersuchten Varianten herausgearbeitet, und die jeweiligen Werte sind angegeben, die sich am Ende des 
Betrachtungszeitraumes (10.000 Tage) einstellen. Ohne Belastungsabsenkung vor der Verstärkungs-
maßnahme führt die anschließende Belastungssteigerung zu einem deutlichen Spannungsanstieg in der 
Stahlbewehrung, während in die AR-Glasfasern nur sehr geringe Spannungen eingeleitet werden. Erst mit 
vorheriger Entlastung gelingt es, nach Wiederhochfahren der Belastung ausreichend große Spannungen in 
der Faserbewehrung zu erzeugen, um die Stahlbewehrung wirkungsvoll zu entlasten. In der dargestellten 
Variante (4) liegt dabei die Stahlspannung mit 308 N/mm² nur geringfügig über der Stahlspannung des im 
vorherigen Kapitel betrachteten unverstärkten Querschnitts, wobei hier jedoch eine um 26,7 % höhere 
Belastung aufgenommen werden kann. Anhand dieses Variantenvergleiches ist der Einfluß einer vor der 
Verstärkung durchgeführten Entlastung sehr gut zu erkennen, da für die Größenordnung der am Quer-
schnitt aufnehmbaren Belastung maßgeblich die in der Biegezugzone liegenden Bewehrungskomponenten, 
also die Stahl- und die textile Faserbewehrung, verantwortlich sind. 
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   a)  Var. (1) : ohne Lastabsenkung              b)  Var. (2) : Lastabsenkung auf 80 % 
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   c)  Var. (3) : Lastabsenkung auf 60 %             d)  Var. (4) : Lastabsenkung auf 40 % 
 
Bild 3.26   Entwicklung der Spannungen in Stahl- und AR-Glasfaserbewehrung für die untersuchten 
                  Varianten der Belastungsabsenkung ; angegebene Werte nach t = 10.000 Tagen (27 Jahre) 
 
 
Auch für das Tragverhalten des Feinbetons der Verstärkungsschicht spielt die Absenkung der Belastung 
vor deren Aufbringens eine maßgebliche Rolle, wenngleich auch deren Anteil an der Abtragung der 
Biegezugkräfte im Verhältnis zur Faserbewehrung deutlich geringer ist. Im folgenden Bild 3.27 ist die 
Spannungsentwicklung des Feinbetons für die betrachteten vier Varianten ab dem Zeitpunkt der Verstär-
kungsmaßnahme tv = 3000 Tage dargestellt. Im zunächst unbelasteten Zustand von t = 3000...3030 Tage 
(Abschnitt (4) im Last-Zeit-Diagramm) sind die Auswirkungen des Schwindens mit den daraus resultie-
renden Schwindeigenspannungen sehr gut zu erkennen, sie wachsen bis auf ca. 1 N/mm² an. Mit Beginn des 
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(Wieder-)Aufbringens der Belastung (t = 3030...3060 Tage) kommt es sofort zu einem starken Spannungs-
anstieg, der mit Erreichen der Betonzugfestigkeit schließlich zur Rißbildung in der Verstärkungsschicht 
führt. Dies passiert um so früher, je stärker im Vorfeld die Belastungsabsenkung ist. Mit weiterer Steige-
rung der Belastung greift zunächst noch der Effekt des Tension Stiffening, bis dieser schließlich auch 
abgeklungen ist und dem Feinbeton nur noch eine geringe anteilige Resttragfähigkeit zugerechnet werden 
kann (sofern μ > 0), die im weiteren Zeitverlauf konstant bleibt. Liegt der Dehnungs-Spannungs-Zustand 
im Feinbeton ohne oder bei nur geringer vorheriger Lastabsenkung noch unterhalb des definierten 
Grenzwertes für Tension Stiffening, so ist auch hier im nachfolgenden Zeitverlauf ein durch Kriechen 
bedingter Spannungsabfall zu verzeichnen, siehe Varianten (1) und (2). In ihrer qualitativen Form lassen 
insbesondere die Varianten (3) und (4) ab dem Zeitpunkt der Lastaufbringung die Spannungs-Dehnungs-
Kennlinie für den Feinbeton gemäß Bild 2.4 b sehr gut wiedererkennen. 
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Bild 3.27   Spannungsentwicklung im Feinbeton der Verstärkungsschicht (VS) ab deren Wirksamwerdens 
 
 
Gegenüber der Verstärkungsschicht und der Biegezugzone an sich wirkt sich eine vor der Verstärkung 
durchgeführte Belastungsabsenkung auf das Dehnungs- und Spannungsverhalten in der Druckzone des 
Basisquerschnittes nur unwesentlich aus, wie bereits mit Bild 3.25 gezeigt wurde. Dies soll durch das 
Bild 3.28 nochmals verdeutlicht werden. In den beiden Diagrammen ist die Entwicklung der maximalen 
Dehnungen und Spannungen an der Querschnittsoberseite um den Zeitraum der Verstärkungsmaßnahme 
mit den dabei stattfindenden Ent- und Belastungsprozessen aufgetragen. 
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Bild 3.28   Entwicklung der maximalen (a) Dehnungen und (b) Spannungen des Betons an der Quer- 
                  schnittsoberseite im Zuge der Verstärkungsmaßnahme 
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In allen vier Fällen erreichen die Werte nach abgeschlossener Wiederbelastung etwa die gleiche Größen-
ordnung. Dabei ist festzustellen, daß sich trotz jetzt höherer Belastung die maximalen Druckspannungen 
des Betons im Bereich von 14...15 N/mm² bewegen, während diese zu Beginn der Berechnung am unver-
stärkten und geringer belasteten Querschnitt bei 17,8 N/mm² lagen (vgl. Kap. 3.4.2). Die Ursache hierfür 
ist allein der rasche Spannungsabbau im Beton durch die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens. 
Auch im anschließenden Zeitverlauf kommt es noch zu weiteren geringen Spannungsabfällen, die End-
werte pegeln sich im Bereich von 13...14 N/mm² ein. 
 
Im Ergebnis dieses Kapitels ist erwartungsgemäß festzustellen, daß eine vor der Verstärkungsmaßnahme 
durchgeführte Entlastung des Tragwerks eine entscheidende Rolle für das anschließende Tragverhalten 
des Verbundquerschnittes spielt. Die Auswirkungen betreffen dabei im wesentlichen die Biegezugzone, 
d.h. je geringer das Belastungsniveau und damit die Vorverformung des Basisquerschnittes ist, um so 
stärker beteiligt sich die textile Faserbewehrung an den abzutragenden Zugkräften und um so geringer 
fällt die Mehrbelastung in der Stahlbewehrung aus. Auf das anschließende Dehnungs- und Spannungs-
verhalten in der Biegedruckzone hat die vorherige Entlastung keinen nennenswerten Einfluß. 
 
 
 
3.4.3.4 Einfluß des Betonalters zum Verstärkungszeitpunkt 
 
 
Eine weitere Variantenuntersuchung soll darüber Aufschluß geben, welche Dehnungs- und Spannungs-
verteilungen sich im verstärkten Querschnitt in Abhängigkeit vom Betonalter des Basisquerschnittes zum 
Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme einstellen. Damit soll beurteilt werden, bis zu welchem Zeitraum 
noch nennenswerte Zugkräfte infolge des noch stattfindenden Restkriechens und Restschwindens des 
bestehenden Bauwerks in die textilbewehrte Verstärkungsschicht eingeleitet werden. Dazu werden die in 
Tabelle 3.8 aufgeführten sechs Varianten betrachtet. Ausgangspunkt bildet auch hier der Stahlbetonträger 
nach Bild 3.17 mit einer konstanten Ausgangsbelastung von 30 kN/m. In einer ersten Berechnung wird 
die Verstärkungsschicht ab dem Zeitpunkt t0 = 28 Tage und ab einem Belastungsniveau von 60 % in Rech-
nung gestellt (Aufbringung mittels inkrementeller Laststeigerung). In allen anderen Fällen wird vor der 
Verstärkung die Belastung auf 60 % abgesenkt und anschließend auf 126,7 % (= 38 kN/m) gesteigert. 
 
 
Variante Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme 
(1)                         tv = t0  =       28  Tage 
(2) tv  =     150  Tage 
(3) tv  =     500  Tage 
(4) tv  =  1.000  Tage 
(5) tv  =  3.000  Tage 
(6) tv  =  6.000  Tage 
 
Tabelle 3.8   Untersuchte Varianten für das Betonalter des bestehendes Tragwerks bei der Verstärkung 
 
 
Die sich nach abgeschlossenem Kriech- und Schwindprozeß ausbildenden Dehnungs- und Spannungsver-
läufe entsprechen in ihrer qualitativen Form prinzipiell den in Bild 3.25 bereits dargestellten, wobei hier 
die Unterschiede in den einzelnen Varianten noch deutlich geringer ausfallen. Dies verdeutlicht das 
nachfolgende Bild 3.29, in welchem nach Durchführung der Verstärkungsmaßnahme und Steigerung der 
Belastung in allen eingezeichneten Varianten nahezu die gleichen Endwerte bei Dehnung und Spannung 
erreicht werden. Auch die Vergleichsvariante (1), bei welcher die Verstärkungsschicht bereits ab dem 
Zeitpunkt t0 = 28 Tage ab einem Lastniveau von 60 % angesetzt wird, weicht hiervon nur bei der Spannung 
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minimal ab, der Endwert liegt geringfügig niedriger (schwarz gestrichelte Linie). Dies ist die unmittel-
bare Folge des sehr stark ausgeprägten Kriechens und Schwindens im jungen Betonalter. Die Verläufe der 
Spannungen zeigen außerdem, daß die maximalen Betondruckspannungen am verstärkten Querschnitt auf 
einem Belastungsniveau von 126,7 % in allen Varianten nicht größer ausfallen, als im unverstärkten Falle 
zu Beginn der Lastaufbringung mit 100 %. Selbst in Variante (1), d.h. ohne Spannungsabbau infolge im 
Zeitverlauf stattfindender Umlagerungen kann die Mehrbelastung durch die textilbewehrte Verstärkungs-
schicht so aufgenommen und auf die Querschnittskomponenten umverteilt werden, daß in den Beton des 
Basisquerschnittes keine zusätzlichen Beanspruchungen eingeleitet werden. 
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Bild 3.29   Entwicklung der maximalen (a) Betondehnungen und (b) -spannungen an der Querschnitts- 
                  oberseite in Abhängigkeit vom Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme 
 
 
Sind an der Querschnittsoberseite nur minimale Unterschiede im Dehnungs-Spannungs-Verhalten des 
Betons zu beobachten, so können die Auswirkungen an der Unterseite, also in der Biegezugzone, auch 
nicht signifikant anders ausfallen. Dies zeigt ein Blick auf die Endwerte der Spannungen in Stahl- und 
Faserbewehrung, deren Verlauf in Bild 3.30 zu sehen ist. 
 
Mit steigendem Betonalter zum Zeitpunkt der Vertärkungsmaßnahme gelingt es immer weniger, die zeit-
lichen Umlagerungen infolge Kriechen und Schwinden zum Einleiten nennenswerter Biegezugkräfte in 
die Verstärkungsschicht zu nutzen, um so ihre anteilige Lastabtragung nach der Belastungssteigerung zu 
erhöhen. Bereits in Variante (2), also einer Verstärkung nach 150 Tagen liegen die Spannungen in der 
Faserbewehrung nur unwesentlich über den Varianten (3) bis (6), bei denen die Verstärkung erst nach 
mehreren Jahren stattfindet. Die gleiche Wirkung zeigt sich in der Stahlbewehrung, auch hier lassen sich 
bei frühzeitiger Verstärkung die Spannungen nur minimal mehr senken, als dies zu späteren Zeitpunkten 
der Fall ist. Nur die zum Vergleich mit betrachtete Variante (1) zeigt, welche Resultate sich erzielen 
ließen, wenn die Verstärkungsschicht bereits von Anfang an vorhanden wäre. Dabei läßt sich in diesem       
- rein theoretischen ! - Fall eine ca. 40 % höhere Spannungsausbeute in der Faserbewehrung erreichen, und 
die Stahlspannungen bleiben ca. 8 % unter den Maximalwerten der anderen Varianten. 
 
Die Entwicklung der Spannungen im Feinbeton der Verstärkungsschicht entspricht dem qualitativen 
Verlauf nach dem Bild 3.27. Dies gilt für alle hier berechneten Varianten gleichermaßen, auf eine noch-
malige Darstellung kann deshalb verzichtet werden. Durch die vorherige Entlastung und anschließende 
Belastungssteigerung wird in allen Fällen die Zugfestigkeit des Feinbetons erreicht, und auch der Einfluß-
bereich des Tension Stiffening wird rasch überschritten. Dann greift hier nur noch die in Rechnung 
gestellte Resttragfähigkeit (μ = 0,2), die anteilige Tragwirkung ist somit unwesentlich. 
 
(2)
(3) 
(4) 
(5) (6)
(5) (6)
(2)
(3) 
(4) 
(1) 
(1)
a) b)
3.4  Rechenbeispiel 79
 
10 100 1 .103 1 .104
0
100
200
300
400
Zeit  [Tage] ,  logarithmisch
Sp
an
nu
ng
  [
N
/m
m
²]
0
100
200
300
400
500
Zeit - 10.000 Tage
Sp
an
nu
ng
  [
N
/m
m
²]
Zeit - 10.000 Tage Zeit - 10.000 Tage
 
              a)  Var. (1) :  tv = 28 Tage      b)  Var. (2) :  tv = 150 Tage         c)  Var. (3) :  tv = 500 Tage 
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              d)  Var. (4) :  tv = 1.000 Tage      e)  Var. (5) :  tv = 3.000 Tage        f)  Var. (6) :  tv = 6.000 Tage 
 
Bild 3.30   Entwicklung der Spannungen in Stahl- und AR-Glasfaserbewehrung für die untersuchten 
                  Zeitpunkte der Verstärkungsmaßnahme ; angegebene Werte nach t = 10.000 Tagen (27 Jahre) 
 
 
Als klare Erkenntnis aus diesem Variantenvergleich ist festzustellen, daß der Einfluß des Betonalters des 
bestehenden Tragwerks zum Zeitpunkt einer späteren Verstärkungsmaßnahme nahezu unerheblich ist, 
sofern die Verstärkung erst nach mehreren Jahren bis Jahrzehnten stattfindet. Dies wird in praktischen 
Anwendungsfällen immer der Fall sein. Wie vor allem in Bild 3.29 gut zu erkennen ist, sind etwa 90 % 
aller Kriech- und Schwindverformungen nach ca. zwei bis drei Jahren (1000 Tage) abgeschlossen. D.h. 
nur wenn innerhalb dieses Zeitraumes, insbesondere in den ersten Wochen bis Monaten der Querschnitt 
mit einer Verstärkungsschicht versehen wird, können durch die Kriech- und Schwindverformungen im 
weiteren Zeitverlauf noch nennenswerte Umlagerungen in diese erreicht werden. 
 
Ist eine zusätzlich zur Stahlbewehrung  vorhandene 
textilbewehrte Feinbetonschicht von Anfang an 
Bestandteil des Verbundquerschnitts, so lassen sich 
damit die ohnehin dort eingeleiteten Biegezug-
kräfte durch die zeitliche Wirkung des Kriechens 
und Schwindens noch um einiges steigern. Gegen-
über der Variante (1), bei welcher die Verstärkung 
zu Vergleichszwecken erst ab einem Belastungsni-
veau von 60 % in Rechnung gestellt wurde, lassen 
sich dann die in Bild 3.31 dargestellten Ergebnisse 
erzielen. Die Spannung in der Stahlbewehrung 
liegt hier zum Zeitpunkt t0 mit 251 N/mm² sogar 
noch ca. 5 % unter der unverstärkten Variante, und 
dies bei einer um 26,7 % höheren Belastung. Die 
Spannung in der Faserbewehrung erreicht einen 
Maximalwert von 118 N/mm². 
 
 σBew = 297 N/mm² 
 σF = 85 N/mm² 
 σBew = 319 N/mm²
 σF = 65 N/mm²
 σBew = 321 N/mm² 
 σF = 63 N/mm² 
 σBew = 323 N/mm²
 σF = 61 N/mm²
 σBew = 323 N/mm²
 σF = 61 N/mm²
 σBew = 316 N/mm²
 σF = 69 N/mm²
Bild 3.31   Spannungsentwicklung in Stahl- und 
                  Faserbewehrung bei einer von Anfang
                  an vorhandenen Verstärkungsschicht 
 σBew = 251...267 N/mm²
 σF = 102...118 N/mm²
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3.4.3.5 Vergleich verschiedener Faserarten 
 
 
In Kapitel 3.4.3.2 wurde gezeigt, wie sich mit einer Textilbetonschicht auf der Biegezugzonenseite eines 
Stahlbetonträgers die aufnehmbare Belastung deutlich steigern läßt. Es wurde ferner gezeigt, daß das 
mögliche Potential einer solchen Verstärkung in hohem Maße vom E-Modul der eingelegten Faserbe-
wehrung abhängig ist. Fasermaterialien mit großem E-Modul, d.h. mit einer großen Dehnsteifigkeit, 
erreichen bei gleichen Dehnungen entsprechend höhere Spannungen und übertragen somit größere 
Zugkräfte. Die aufnehmbare Belastung steigt. Dies läßt vermuten, daß es unter den im Zeitverlauf statt-
findenden Kriech- und Schwindverformungen auch zu größeren Spannungsumlagerungen in die Faserbe-
wehrung kommt, da diese bei hohem E-Modul sensibler auf bereits kleine Dehnungszuwächse reagiert, 
und demzufolge die Spannungszuwächse in der Stahlbewehrung etwas kleiner gehalten werden können. 
 
Hierzu wird ein Variantenvergleich durchgeführt, bei welchem der bisher mit einer AR-Glasfaser-
bewehrung verstärkte Träger jetzt alternativ mit einer Aramid- bzw. Carbonfaserbewehrung versehen 
wird. Für diese drei Varianten wird untersucht, welches Dehnungs- und Spannungsverhalten sich einstellt, 
wenn (a) die Textilbetonschicht von Anfang an Bestandteil des Querschnitts ist und (b) wenn diese zu 
einem späteren Zeitpunkt aufgebracht wird. In Tabelle 3.9 sind die im einzelnen durchzuführenden 
Berechnungen zusammengestellt. Für die Varianten (1-3 a) soll die Belastung über den gesamten Unter-
suchungszeitraum konstant 38 kN/m betragen (entspr. M = MR = 475 kNm), die Verstärkungsschicht wird 
hier vollständig an der Lastabtragung beteiligt. In den Varianten (1-3 b) beträgt die Ausgangsbelastung 
am unverstärkten Querschnitt 30 kN/m, vor der Verstärkungsmaßnahme wird sie auf 60 % abgesenkt und 
anschließend auf 126,7 %, also 38 kN/m hochgefahren. Damit erhält der Träger in allen Fällen die gleiche 
Endbelastung, wobei jedoch bei nachträglicher Verstärkung die Textilbetonschicht nur in entsprechend 
geringerem Maße zur Lastabtragung herangezogen wird (Dehnungsdifferenz). 
 
 
Variante Eingelegte textile Faserbewehrung 
Vorhandensein der 
Verstärkungsschicht 
(1a) AR-Glas               ab  t0 = tv = 28 Tage 
(1b) AR-Glas               ab  tv = 3000 Tage 
(2a) Aramid               ab  t0 = tv = 28 Tage 
(2b) Aramid               ab  tv = 3000 Tage 
(3a) Carbon               ab  t0 = tv = 28 Tage 
(3b) Carbon               ab  tv = 3000 Tage 
 
Tabelle 3.9   Variantenbetrachtung zu den zeitlichen Auswirkungen des Kriechens und Schwindens für 
                     einen mit textiler Faserbewehrung verstärkten Stahlbetonträger 
                    (Querschnitts- und Materialkennwerte der verwendeten Fasern siehe Tabelle 3.6) 
 
 
Mit den Ergebnissen dieser Vergleichsrechnung wird gezeigt, daß der E-Modul der Textilbewehrung 
nicht nur für die Größenordnung der aufnehmbaren Belastung an sich ausschlaggebend ist, sondern daß 
sich hoch dehnsteife Fasermaterialien auch unter den im Zeitverlauf einstellenden Kriech- und Schwind-
verformungen positiv auf das Tragverhalten des Verbundquerschnittes auswirken. 
 
Die Erkenntnisse der bisherigen Berechnungen zeigten, daß die Stahlbewehrung unter den zeitlich statt-
findenden Spannungsumlagerungen diejenige Komponente im Verbundquerschnitt ist, deren Beanspru-
chungen teilweise deutlich anwachsen und die in vielen Fällen ausschlaggebend für die Tragsicherheit des 
Querschnittes ist. Also gilt es, dieser Entwicklung entgegenzuwirken und einen möglichst hohen Anteil 
der sich in der Biegezugzone umlagernden Kräfte durch die textile Faserbewehrung aufzunehmen. 
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Daß dies um so besser gelingt, je höher die Steifigkeit der Fasern ist, zeigen die Bilder 3.32 und 3.33 für 
die Varianten (1-3 a), bei denen die Textilbetonschicht von Anbeginn an vorhanden ist. Die Spannungen 
in der Stahlbewehrung erhöhen sich hier im Zeitverlauf um 5,9 % (mit Carbonfaserverstärkung) bis 6,4 % 
(mit AR-Glas). Dies ist nur etwa die Hälfte des Spannungszuwachses der sich um unverstärkten Quer-
schnitt einstellt, dieser betrug ca. 12 % (vgl. Kapitel 3.4.2). Dementsprechend höher fallen die Zuwächse 
in der Faserbewehrung aus. Daß diese prinzipiell auch größer sein müssen, erklärt sich schon aus der 
Dehnungsverteilung über den Querschnitt, da in Höhenlage der Verstärkungsschicht geometrisch bedingt 
die Dehnungen stärker anwachsen, als in der etwas höher liegenden Stahlbewehrung. Dennoch sind die 
relativen Spannungszuwächse in den drei untersuchten Varianten unterschiedlich groß und fallen bei der 
Carbonfaserbewehrung mit 17,1 % am stärksten aus. 
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Bild 3.32   Spannungsentwicklung in der Stahlbewehrung für die Varianten (1-3 a), d.h bei Vorhandensein 
                  der textilbewehrten Verstärkungsschicht von Anfang an ; Angabe der Anfangs- und Endwerte 
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Bild 3.33   Spannungsentwicklung in der Faserbewehrung für die Varianten (1-3 a), die in diesen Fällen 
                  von Anfang an Bestandteil des Querschnitts ist ; Angabe der Anfangs- und Endwerte 
 
 
Der qualitative Zeitverlauf der Spannungen in beiden o.a. Diagrammen entspricht exakt den Ergebnissen 
aus den vorangegangenen Kapiteln. Die stattfindenden Umlagerungen finden maßgeblich in den ersten 
Wochen bis Monaten statt und sind nach ca. 1000 Tagen weitestgehend abgeklungen. Folglich sind für   
die drei Berechnungsvarianten (1-3 b) mit nachträglich aufgebrachter Verstärkungsschicht nach Wieder-
aufbringen der Belastung keine nennenswerten Spannungszuwächse in Stahl- und Faserbewehrung mehr 
zu erwarten. In diesen Fällen werden praktisch nur durch die Eintragung der Belastung selbst Spannungen 
in den Textilfasern erzeugt, die dann im weiteren Zeitverlauf nahezu konstant bleiben, siehe Bild 3.34 b. 
 
 251 
 mit AR-Glas 
 mit Carbon 
 mit Aramid 
 6,4 % Zuwachs  →  σBew = 267 N/mm²
 6,2 % Zuwachs  →  σBew = 241 N/mm²
 5,9 % Zuwachs  →  σBew = 217 N/mm² 227 
 205 
 17,1 % Zuwachs  →  σF = 335 N/mm²
 16,4 % Zuwachs  →  σF = 192 N/mm²
 15,7 % Zuwachs  →  σF = 118 N/mm² AR-Glas
 Aramid
 Carbon
 286 
 165 
 102 
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In Abhängigkeit von den unterschiedlichen E-Moduli fallen die Faserspannungen dementsprechend 
größer oder kleiner aus und können somit den Anstieg der Stahlspannungen mehr oder weniger stark 
begrenzen. Im Falle der Carbonfaserbewehrung gelingt es, nach Absenken und anschließendem Wieder-
aufbringen der Belastung, die Spannung in der Stahlbewehrung in etwa der gleichen Größenordnung zu 
halten, wie diese zuvor am unverstärkten Querschnitt lag, wobei jedoch jetzt eine um 26,7 % höhere 
Belastung aufgenommen werden kann. D.h. die zusätzliche Last wird auf der Biegezugzonenseite dann 
ausschließlich von der Faserbewehrung abgetragen, siehe Bild 3.34 a. 
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Bild 3.34   Spannungen in (a) Stahl- und (b) Faserbewehrung für die Varianten (1-3 b) bei nachträglicher 
                  Verstärkung und anschließender Belastungssteigerung ; Werte nach t = 10.000 Tagen 
 
 
Die Bilder 3.32 bis 3.34 zeigen deutlich, wie die unterschiedlichen E-Moduli der betrachteten Faserarten 
die Wechselwirkung der Spannungen zwischen Stahl- und Faserbewehrung beeinflussen. Werden Stahl-
betonbauteile von Anfang an mit einer zusätzlichen textilbewehrten Schicht versehen, können damit die 
durch Kriechen und Schwinden bedingten Spannungszuwächse in der Stahlbewehrung begrenzt werden, 
wobei die aufnehmbare Belastung und auch die Ausnutzung der Faserbewehrungen in Relation zu deren 
sehr hohen Zugfestigkeiten mit höherem E-Modul steigt. Werden Baumaßnahmen mit einer nachträglich 
aufgebrachten textilbewehrten Verstärkungsschicht durchgeführt mit dem Ziel, die aufnehmbare Bela-
stung nachhaltig steigern zu können, so bieten auch hier hoch dehnsteife Fasern entsprechende Vorzüge, 
die höhere Belastungen bei gleichzeitig niedrigeren Stahlspannungen ermöglichen. 
 
Bei den in diesem Kapitel vorgestellten Beispielrechnungen zeigen sich die Auswirkungen der verschie-
denen Varianten fast ausschließlich in den in der Biegezugzone liegenden Bewehrungskomponenten. Das 
Dehnungs- und Spannungsverhalten in der Betondruckzone ist in allen Fällen fast identisch, weswegen 
hierauf nicht näher eingegangen wird. 
 
 
Anmerkung : 
 
Für die eingelegten Faserbewehrungen wurden unterschiedliche Querschnittsflächen (also Fasergehalte) 
angesetzt, um damit die verschieden hohen E-Module etwas zu relativieren. Die Abstufung erfolgte dabei 
so, daß 
EA( )AR Glas− EA( )Aramid< EA( )Carbon<  (3.28)
 
gilt. Bei identischen Fasermengen würden die aufgezeigten Unterschiede in den Ergebnissen der betrach-
teten Varianten sonst noch deutlich stärker ausfallen. Diese Vorgehensweise kann natürlich nicht eine 
(ggf. überschlägliche) Bemessung für die einzulegenden Faserbewehrungen ersetzen, sie dient hier auch 
ausschließlich zu Vergleichszwecken des qualitativen Materialverhaltens. 
 
 Verstärkungs-
   maßnahme
 mit AR-Glas :  σBew = 323 N/mm² 
 mit Aramid :  σBew = 310 N/mm²
 mit Carbon :  σBew = 296 N/mm²
 AR-Glas :  σF = 61 N/mm²
 Aramid :  σF = 100 N/mm²
 Carbon :  σF = 172 N/mm²
a) b)
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3.4.3.6 Gegenüberstellung mit den Ergebnissen ohne Kriechen und Schwinden 
 
 
In den Berechnungen der vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, wie das Langzeitverhalten des Betons 
infolge Kriechens und Schwindens den Dehnungs- und Spannungszustand des betrachteten Querschnitts 
verändert, welche Umlagerungen dabei stattfinden und wie diese direkten Einfluß auf Tragsicherheit und 
Gebrauchstauglichkeit des Tragwerks nehmen können. Läßt man dieses zeitabhängige Materialverhalten 
außer acht und arbeitet nur mit den Kurzzeitstoffgesetzen des Betons, so genügt dies zwar in vielen 
Anwendungsfällen für eine einfache Bemessung, Aussagen zum Sicherheits- und Verformungsverhalten 
des Bauwerks nach mehreren Jahren oder Jahrzehnten Nutzungsdauer sind damit aber nicht möglich. 
 
In allen bisher vorgestellten Beispielrechnungen war eine deutliche Zunahme der Dehnungen im 
Zeitverlauf sowie eine Verlagerung der Spannungen von der Betondruckzone in die Stahlbewehrung      
und - sofern vorhanden - in die textilbewehrte Feinbetonschicht hin festzustellen. In der nachfolgenden 
Gegenüberstellung werden die in Tabelle 3.10 aufgeführten Berechnungsvarianten unter ausschließlicher 
Verwendung der Kurzzeitstoffgesetze des Betons durchgeführt und die wesentlichen Ergebnisse mit den 
jeweiligen Endwerten verglichen, die sich mit Berücksichtigung des Langzeitverhaltens infolge Kriechens 
und Schwindens einstellen. Für die Varianten mit Verstärkungsschicht sollen als textile Bewehrungs-
komponente AR-Glasfasern (siehe Tabelle 3.6) zum Einsatz kommen, die Belastung am verstärkten 
Querschnitt entspricht wie in den vorherigen Kapiteln einer Erhöhung auf 126,7 %. Die nachträgliche 
Verstärkungsmaßnahme in den Varianten (3) und (4) findet zum Zeitpunkt tv = 150 Tage statt. 
 
 
Biegemoment  MR       Berechnungsvariante 
unverstärkt verstärkt 
(1)    reiner Stahlbetonquerschnitt    (d.h. ohne Textilbetonschicht) 375 kNm . / . 
(2)    Querschnitt mit von Anfang an vorhandener    Textilbetonschicht . / . 475 kNm 
(3) 
   Querschnitt mit nachträglich aufgebrachter 
   Verstärkungsschicht ohne eine vorherige 
   Absenkung der Belastung 
375 kNm 475 kNm 
(4) 
   Querschnitt mit nachträglich aufgebrachter 
   Verstärkungsschicht mit vorheriger Absenkung 
   des Belastungsniveaus auf 60 % 
375 kNm 475 kNm 
 
Tabelle 3.10   Berechnungsvarianten für den Vergleich der Endergebnisse ohne und mit Berücksichtigung 
                       der Langzeitwirkungen aus Kriechen und Schwinden 
 
 
Ziel ist es, die tendenziellen Unterschiede in den Endergebnissen aufzuzeigen, um damit den Einfluß des 
zeitabhängigen Materialverhaltens zu verdeutlichen. Die Betrachtung soll sich vorrangig auf diejenigen 
Ergebnisse konzentrieren, die zum einen für das Verformungsverhalten und zum anderen für die 
Beurteilung der Tragsicherheit von Bedeutung sind. Die Verformungen bzw. im konkreten Fall die 
Durchbiegungen resultieren unmittelbar aus den Dehnungen, als repräsentativer Wert soll deshalb die 
maximale Betondehnung an der Querschnittsoberseite herangezogen werden. Zum Vergleich des Trag-
verhaltens der beteiligten Querschnittskomponenten werden die maximalen Betondruckspannungen 
(ebenfalls an der Querschnittsoberseite) sowie die maximalen Biegezugspannungen in der Stahl- und 
Faserbewehrung miteinander verglichen. Für die Gegenüberstellung mit den Berechnungsvarianten mit 
Kriechen und Schwinden dienen die Endwerte nach einem Betrachtungszeitraum von 10.000 Tagen           
(ca. 27 Jahre). In den folgenden Tabellen 3.11 bis 3.14 sind alle Ergebnisse zusammengestellt. 
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Am deutlichsten zeigen sich die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens am Verformungsverhalten 
des Querschnitts. Die maximalen Dehnungen erreichen hier Endwerte, die gegenüber den Kurzzeit-
ergebnissen um fast das Doppelte höher liegen, wobei die Dehnungszuwächse in den Varianten (3) und 
(4), bei denen die Textilbetonschicht nachträglich aufgebracht wird, etwas geringer sind als in den 
Varianten (1) und (2), bei denen der Verbundquerschnitt über den gesamten Betrachtungszeitraum 
unverändert bleibt. 
 
 
ε B 
Endwert 
ohne K+S 
Endwert 
mit K+S relative Zunahme 
Var. (1) - 0,48 ‰ - 1,37 ‰ 186 % 
Var. (2) - 0,52 ‰ - 1,48 ‰ 185 % 
Var. (3) - 0,57 ‰ - 1,53 ‰ 168 % 
Var. (4) - 0,56 ‰ - 1,52 ‰ 171 % 
 
Tabelle 3.11   Vergleich der maximalen Dehnungen an der Querschnittsoberseite 
 
 
σ B 
Endwert 
ohne K+S 
Endwert 
mit K+S relative Abnahme 
Var. (1) - 17,8 N/mm² - 11,4 N/mm² 36,0 % 
Var. (2) - 19,2 N/mm² - 12,7 N/mm² 33,9 % 
Var. (3) - 20,8 N/mm² - 13,9 N/mm² 33,2 % 
Var. (4) - 20,3 N/mm² - 13,3 N/mm² 34,5 % 
 
Tabelle 3.12   Vergleich der maximalen Betonspannungen an der Querschnittsoberseite 
 
 
σ Bew 
Endwert 
ohne K+S 
Endwert 
mit K+S relative Zunahme 
Var. (1) 265 N/mm² 296 N/mm² 11,7 % 
Var. (2) 251 N/mm² 267 N/mm²   6,4 % 
Var. (3) 312 N/mm² 341 N/mm²   9,3 % 
Var. (4) 295 N/mm² 316 N/mm²   7,1 % 
 
Tabelle 3.13   Vergleich der maximalen Spannungen in der Stahlbewehrung 
 
 
σ F 
Endwert 
ohne K+S 
Endwert 
mit K+S relative Zunahme 
Var. (2)  102 N/mm²  118 N/mm² 15,7 % 
Var. (3) 18,2 N/mm² 19,7 N/mm²   8,3 % 
Var. (4) 60,0 N/mm² 68,5 N/mm² 14,2 % 
 
Tabelle 3.14   Vergleich der maximalen Spannungen in der Faserbewehrung für die betreffenden 
                       Varianten mit Textilbetonschicht 
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Im unmittelbaren Vergleich zu den Dehnungen fallen die Unterschiede in den Ergebnissen der Span-
nungen deutlich geringer aus. Der Beton baut in allen Varianten im Laufe der Zeit etwa ein Drittel seiner 
maximalen Druckspannungen ab, und so werden auch bei Belastungssteigerung an nachträglich verstärk-
ten Querschnitten die zulässigen Werte hier nicht überschritten. Berücksichtigt man das zeitabhängige 
Materialverhalten nicht, so würde diese Berechnung dem Beton hier Spannungen in einer Größenordnung 
unterstellen, die tatsächlich gar nicht vorhanden sind. 
 
Im Gegensatz dazu zeigt sich bei den Spannungen in den Bewehrungslagen der umgekehrte Effekt. Durch 
die zeitabhängigen Umlagerungen finden hier Spannungszuwächse statt, die sich speziell im Falle der 
Stahlbewehrung unmittelbar auf die Tragsicherheit auswirken. Dabei zeigt sich bei reinen Stahlbeton-
querschnitten ein höherer Zuwachs in der Bewehrungsspannung, als dies bei Querschnitten mit einer 
zusätzlichen Textilbetonschicht der Fall ist, unabhängig davon, ob diese von Anfang an vorhanden ist 
oder erst nachträglich aufgebracht wird. Die Spannungszuwächse teilen sich in diesen Fällen auf beide 
Bewehrungskomponenten auf, so daß die Stahlbewehrung die Mehrbelastung nicht allein aufzunehmen 
hat. Die Größenordnung der zeitlichen Umlagerungen in die textile Faserbewehrung ist dabei etwas höher, 
dies resultiert aus den geometrisch bedingt größeren Dehnungen bzw. Dehnungszunahmen in Höhe der 
Verstärkungsschicht gegenüber denen in der Höhenlage der Stahlbewehrung. Da die Spannungen in den 
Fasern ohnehin weit unterhalb ihrer möglichen aufnehmbaren Zugfestigkeiten liegen, wirken sich hier die 
zeitabhängigen Zuwächse positiv aus, da sie für eine etwas höhere Auslastung der Faserbewehrung und 
damit etwas geringere Spannungszuwächse in der Stahlbewehrung sorgen. Im Bild 3.35 sind die Unter-
schiede in den Ergebnissen nochmals grafisch zusammengefaßt. 
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Bild 3.35   Grafische Darstellung der relativen Unterschiede zwischen den Endwerten der durchgeführten 
                  Berechnungen ohne und mit Berücksichtigung des Kriechens und Schwindens 
 
 
Im Ergebnis dieser Gegenüberstellung wurden die Auswirkungen des Kriechens und Schwindens auf das 
Dehnungs- und Spannungsverhalten von Stahl- und Textilbetonbauteilen anhand eines exemplarischen 
Rechenbeispiels aufgezeigt. Die Zahlenwerte gelten für den hier zugrunde liegenden Plattenbalkenträger 
mit den eingangs angeschriebenen Querschnitts- und Materialkennwerten. Für andere Systeme werden 
diese natürlich je nach Randbedingungen etwas anders ausfallen, die qualitativen Erkenntnisse lassen sich 
jedoch ohne weiteres übertragen. 
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3.4.4 Berechnungsvariante mit zusätzlicher Druckkraftbeanspruchung 
im Querschnitt 
 
 
Der in Kapitel 3.4.1 vorgestellte Biegeträger (vgl. Bild 3.17) wird in einer weiteren Berechnung mit einer 
zusätzlichen Druckkraft von 300 kN beansprucht. Der Angriffspunkt dieser Kraft soll in der Mitte der 
Trägerhöhe, d.h. bei 300 mm liegen und über den zu betrachtenden Zeitverlauf hinweg konstant bleiben. 
Damit ergeben sich in der Trägermitte, bezogen auf die Referenzachse in Höhe der Querschnitts-
oberseite, die nachfolgenden maximalen Beanspruchungen. 
 
 
  
 
Bezugsschnittgrößen in Höhe 
der Referenzachse : 
 
(in der Berechnung sind Druckkräfte mit 
 negativem Vorzeichen einzusetzen) 
 
 
NR   =  – 300 kN 
 
MR  =  375 kNm – 300 kN · 0,3 m  =  285 kNm 
 
Bild 3.36   Plattenbalkenquerschnitt mit Biegemoment und zusätzlicher Druckkraftbeanspruchung 
 
 
Untersucht werden die Auswirkungen, die sich durch die zusätzliche Normalkraftbeanspruchung auf die 
Verteilung der inneren Kräfte im Querschnitt ergeben. Zum Vergleich dient der identische Plattenbalken-
querschnitt unter reiner Biegebeanspruchung gemäß der Berechnung in Kapitel 3.4.2. Bei der hier 
vorliegenden Belastung ist eine entsprechend größere Betondruckkraft und eine geringere Zugkraft in der 
Stahlbewehrung auf der Zugzonenseite (unten) zu erwarten. Dabei soll vor allem die Ausformung der 
Betondruckzone in ihrer Größe und Lage und deren zeitliche Veränderung verfolgt werden. Zur Kontrolle 
werden die Gleichgewichtsbedingungen für Normalkraft und Biegemoment am Querschnitt überprüft. 
 
Die Bilder 3.37 und 3.38 zeigen die Verteilung der Dehnungen und der Betondruckspannungen über die 
Querschnittshöhe für die beiden Varianten mit und ohne Normalkraftbeanspruchung jeweils zu den Zeit-
punkten t0 der Lastaufbringung und nach abgeschlossenem Kriechen und Schwinden nach 10.000 Tagen. 
Dabei ist festzustellen, daß durch die zusätzliche Druckkraft die Betondruckzone in ihrer Höhe deutlich 
zunimmt (Nullinienlage zu t0 jetzt bei 178 mm gegenüber 148 mm bei N = 0), während die maximale 
Betonspannung an der Querschnittsoberseite in etwa denselben Wert erreicht. Die Zugkraft der Stahl-
bewehrung in der Biegezugzone fällt erheblich kleiner aus, was anhand der geringeren Dehnung sehr gut 
zu erkennen ist. Im Zeitverlauf sind qualitativ die gleichen Veränderungen zu beobachten, wie bereits in 
den vorangegangenen Kapiteln beschrieben, nämlich eine Zunahme der Dehnungen im gesamten 
Querschnitt, verbunden mit kleiner werdenden Beton- und größer werdenden Stahlspannungen bei sich in 
Richtung Zugzone hin verlagernden Nullinienlagen. Quantitativ nehmen dabei die Betonspannungen in 
der Druckzone etwas weniger stark ab, als in der Vergleichsvariante mit reiner Biegebeanspruchung, da 
die Aufnahme der zusätzlichen Druckkraft zum überwiegenden Teil durch die Betondruckzone (sowie zu 
einem geringen Anteil auch über die Druckzonenbewehrung) erfolgt. Infolge dieser etwas höheren kriech-
erzeugenden Druckbeanspruchung fallen demzufolge auch die zugehörigen Dehnungen in der Druckzone 
etwas größer aus. Die Dehnungen in der Biegezugzone hingegen sind mit zusätzlicher Druckkraft sowohl 
zum Ausgangszeitpunkt t0 als auch nach 10.000 Tagen um ca. ein Viertel geringer als am reinen 
biegebeanspruchten Querschnitt. In Verbindung mit den zugehörigen Nullinienlagen bedeutet dies eine 
geringere Krümmung (Dehnungsanstieg verläuft „steiler“), was bei der Betrachtung des gesamten Trägers 
eine geringere Durchbiegung zur Folge hat. 
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In Tabelle 3.15 sind die einzelnen Anteile der inneren Kräfte im Querschnitt mit ihren Wirkungslinien, 
bezogen auf die Querschnittsoberseite (Referenzachse), aufgeführt. Die Gleichgewichtskontrolle zeigt in 
allen Fällen die Übereinstimmung mit den angreifenden Schnittgrößen nach Bild 3.36. Betrachtet man die 
Veränderung der einzelnen Anteile, so ist festzustellen, daß das „Umlagerungsvermögen“ der inneren 
Kräfte bei zusätzlicher Druckbeanspruchung etwas geringer ist, als bei reiner Biegebeanspruchung. 
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Bild 3.37   Zeitliche Veränderung der Dehnungen über die Querschnittshöhe am Plattenbalkenquerschnitt 
                  mit und ohne Normalkraftbeanspruchung (Dicke der Platte gestrichelt dargestellt) 
                  a)  Anfangssituation zu t0 ,    b)  Zustand nach t = 10.000 Tagen 
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Bild 3.38   Zeitliche Veränderung der Spannungen über die Querschnittshöhe am Plattenbalkenquerschnitt 
                  mit und ohne Normalkraftbeanspruchung (Dicke der Platte gestrichelt dargestellt) 
                  a)  Anfangssituation zu t0 ,    b)  Zustand nach t = 10.000 Tagen 
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Variante mit NR = -300 kN Variante mit NR = 0 
Innere Kräfte 
Di bzw. Zi zugeh. ai Di bzw. Zi zugeh. ai 
   Verteilung der inneren Kräfte zum Ausgangszeitpunkt t0 : 
   Betondruckkraft - 966,6 kN 60,2 mm - 821,5 kN 50,2 mm 
   Bewehrung Druckzone - 51,5 kN 40,0 mm - 49,6 kN 40,0 mm 
   Betonzugkraft 216,0 kN 343,2 mm 204,7 kN 285,1 mm 
   Bewehrung Zugzone 502,1 kN 540,0 mm 666,4 kN 540,0 mm 
   Σ Di + Zi - 300 kN 0 
   Σ Di · ai + Zi · ai 285 kNm 375 kNm 
   Verteilung der inneren Kräfte nach t = 10.000 Tagen : 
   Betondruckkraft - 807,0 kN 72,1 mm - 657,7 kN 64,2 mm 
   Bewehrung Druckzone - 177,8 kN 40,0 mm - 165,6 kN 40,0 mm 
   Betonzugkraft 93,4 kN 331,4 mm 83,8 kN 292,2 mm 
   Bewehrung Zugzone 591,4 kN 540,0 mm 739,5 kN 540,0 mm 
   Σ Di + Zi - 300 kN 0 
   Σ Di · ai + Zi · ai 285 kNm 375 kNm 
 
Tabelle 3.15   Zusammenstellung der inneren Kräfte im Querschnitt für das vorliegende Rechenbeispiel 
                       (Abstände ai bis Querschnittsoberseite gemessen) 
 
 
Bei der Betrachtung der o.a. Zahlenwerte sind die beiden Hauptkomponenten der Lastabtragung, nämlich 
die Betondruckkraft und die Stahlzugkraft in der Biegezugzonenbewehrung in ihren Größenordnungen 
sofort zu erkennen. Jedoch leisten auch die Anteile aus Betonzugkraft sowohl im ungerissenen als auch 
infolge Tension Stiffening im gerissenen Bereich sowie die Stahldruckkraft der Druckzonenbewehrung 
einen nicht zu vernachlässigenden Anteil. In der hier betrachteten Variante mit zusätzlicher Normalkraft 
sind die beiden letztgenannten Komponenten noch etwas größer, als bei reiner Biegebeanspruchung. Dies 
ist in der Biegedruckzone durch die dort höhere Druckbeanspruchung und die dementsprechend höheren 
Dehnungen zu erklären, die gleichermaßen auch die Stahlbewehrung betreffen. Außerdem ist im Falle 
eines T-förmigen Querschnittes bedingt durch dessen Geometrie auch eine höhere Bewehrungsmenge im 
Plattenbereich vorhanden als bei vergleichbaren Rechteckquerschnitten. Die höheren anteiligen Zugkräfte 
im Beton erklären sich aus der geringeren Beanspruchung in der Biegezugzone. Dadurch kommt es zu 
einer etwas geringeren Schädigung des Betons, d.h. das Rißbild reicht weniger weit in den Querschnitt 
hinein, als in der Vergleichsrechnung mit reiner Biegebeanspruchung. Damit fällt vor allem der Zugkraft-
anteil im Tension Stiffening-Bereich bei zusätzlicher Druckbeanspruchung etwas größer aus, wie in den 
Spannungsverteilungen in Bild 3.38 zu erkennen ist. 
 
Anhand der einzeln ausgewiesenen inneren Kräfte lassen sich die infolge Kriechen und Schwinden statt-
findenden Umlagerungen in ihren Größenordnungen sehr gut nachvollziehen. Dabei ist festzustellen, daß 
- relativ gesehen - die größten Veränderungen bei den Anteilen der Stahldruckkraft in der Druckzonen-
bewehrung (Anstig auf über das Dreifache) und der Betonzugkraft (Verringerung um über die Hälfte) 
stattfinden, also genau bei denjenigen Anteilen, die in praktischen Berechnungen oftmals vernachlässigt 
werden. Das zeigt, daß eine zuverlässige Prognose über das Langzeitverhalten von Stahlbetonquer-
schnitten (und solchen mit zusätzlicher Textilbetonschicht) nur dann möglich ist, wenn eine umfassende 
Betrachtung mit allem am Querschnitt beteiligten Komponenten erfolgt. 
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3.4.5 Diskussion der Ergebnisse 
 
 
Die Berechnungen in den vorherigen Kapiteln zeigen einerseits, wie sich durch Aufbringen einer zusätz-
lichen Verstärkungsschicht mit textiler Faserbewehrung die aufnehmbaren Belastungen am Querschnitt 
steigern lassen und andererseits, wie sich durch das zeitabhängige Materialverhalten des Betons der 
Dehnungs- und Spannungszustand verändert. 
 
Am unverstärkten Querschnitt (siehe Kapitel 3.4.2) sind die typischen Veränderungen zu beobachten, 
denen jeder Stahlbetonquerschnitt im Laufe seines Lebens unterworfen ist. Die Dehnungen nehmen stark 
zu und führen so zunächst zu einer Zunahme der Krümmung des Querschnitts und in der Folge zu einer 
entsprechenden Zunahme der Verformungen am gesamten Bauteil. Die maximalen Betonspannungen 
dagegen bauen sich mit der Zeit ab, wobei sich die Betondruckzone in ihrer Form in Richtung Biegezug-
zone hin verlagert und ehemals unter Zugspannung stehende Bereiche teilweise überdrückt werden. Am 
hier zugrunde liegenden Plattenbalkenquerschnitt kommt es damit zu einer Ausbreitung der Betondruck-
zone in den Stegbereich hinein. Dies ist insofern von Bedeutung, wenn bei der Bemessung überprüft 
wird, ob die Druckzone vollständig in der Platte liegt bzw. die Plattendicke dementsprechend groß 
gewählt wird, jedoch die zeitliche Veränderung hier unberücksichtigt bleibt. Erst mit Beachtung der im 
Zeitverlauf stattfindenden Umlagerungen läßt sich eine klare Aussage treffen, in welcher Größe und 
Ausformung sich die Betondruckzone letztendlich wirklich einstellt. 
 
Dadurch, daß die ursprünglich ausgebildete Betonzugzone nach und nach in weiten Teilen überdrückt 
wird, bauen sich die anteiligen Biegezugkräfte des Betons stark ab und sind folglich durch die eingelegte 
Bewehrung zu kompensieren. Am reinen Stahlbetonquerschnitt führt dies zu einem deutlichen Anstieg 
der Stahlspannungen, im vorgestellten Beispiel um bis zu 12 %. Dies ist für die Beurteilung der Trag-
sicherheit von Bedeutung, da die Reserven bis zur Fließgrenze dementsprechend abnehmen. 
 
Für den mit einer textilbewehrten Feinbetonschicht verstärkten Querschnitt wurde gezeigt, welches 
Potential eine solche Verstärkungsmaßnahme in sich birgt. Neben der aufnehmbaren Mehrbelastung, die 
in diesem Beispiel etwa ein Viertel über der Ausgangsbelastung lag, zeigte sich ein weiterer positiver 
Effekt, nämlich die Begrenzung des Spannungsanstieges in der Stahlbewehrung. 
 
In zahlreichen Varianten wurde untersucht, wie sich ein möglichst großer Anteil der in der Biegezugzone 
abzutragenden Kräfte in die Textilbetonschicht einleiten läßt und mit welchen Methoden dies erreicht 
werden kann. Im Ergebnis können dazu drei Aussagen formuliert werden; erstens durch eine starke 
Lastabsenkung vor der Verstärkungsmaßnahme, um die Dehnungsdifferenz zwischen Basisquerschnitt 
und Verstärkungsschicht gering zu halten, zweitens durch frühzeitiges Aufbringen, um die zeitlichen 
Umlagerungen aus Kriechen und Schwinden des Betons in hohem Maße nutzen zu können und drittens 
durch Einsatz von hoch dehnsteifen Fasermaterialien. Durch sinnvolle Kombination dieser Methoden 
unter Berücksichtigung der jeweiligen Randbedingungen lassen sich die Ergebnisse gezielt beeinflussen. 
 
~ ~ ~ 
 
Ob es sich nun um Stahlbetonquerschnitte mit oder ohne eine Textilbetonschicht handelt, das vorge-
stellte Beispiel zeigt deutlich, in welchem Maße sich das Kriechen und Schwinden des Betons auf das 
Langzeitverhalten auswirkt und in welcher Größenordnung die Unterschiede in den Ergebnissen liegen 
können. Eine langfristige Prognose zur Tragsicherheit und Gebrauchstauglichkeit eines Bauwerks ist also 
nur möglich, wenn das zeitabhängige Materialverhalten angemessen berücksichtigt wird. Mit dem 
vorgestellten Lösungsansatz, beruhend auf der Auswertung von Gleichgewicht und Verträglichkeit am 
Querschnitt und unter Verwendung der jeweiligen Einzelstoffgesetze und der Umsetzung im Rahmen 
eines geeigneten Berechnungsprogrammes steht ein solches Analysewerkzeug zur Verfügung und erlaubt 
bei Kenntnis der einwirkenden Schnittkräfte eine umfassende Berechnung des Dehnungs- und 
Spannungsverhaltens von Stahl- und Textilbetonquerschnitten. 
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3.5 Zusammenfassende Betrachtung der Berechnung 
am Querschnitt, Schlußfolgerungen 
 
 
3.5.1 Maßgebliche Veränderungen im Zeitverlauf 
 
 
Das erste Ziel des Kapitels 3 war es, die hergeleiteten Stoffgesetze für die Einzelkomponenten, vor allem 
die zeitabhängigen Beziehungen für den Beton, in einen Algorithmus zur Berechnung ebener Trägerquer-
schnitte mit mehreren im Verbund liegenden Komponenten unterschiedlichen Materialverhaltens im 
einaxialen Spannungszustand umzusetzen. Dies gelang über einen zeitlich inkrementellen Lösungs-
ansatz, welcher ausgehend von dem bekannten Dehnungs- und Spannungszustand eines Zeitpunktes tx zu 
dem gesuchten Zustand zum darauffolgenden Zeitpunkt tx+1 führt. Im Ergebnis wurde ein Programm 
erzeugt, welches sowohl die Berechnung reiner Stahlbetonquerschnitte als auch solcher mit einer 
zusätzlichen textilbewehrten Verstärkungsschicht gestattet. Dabei können beliebige Querschnittsformen 
und zeitlich veränderliche Belastungen berücksichtigt werden.  
 
Die programmtechnische Umsetzung und Auswertung der zeitabhängigen Materialmodelle erfolgte unter 
der Maßgabe, diese beliebig erweiterbar zu halten. Das bedeutet, alle mechanischen Einzelelemente, also 
alle enthaltenen Federn und Dämpfer, müssen zu jedem Zeitpunkt mit ihren anteiligen Dehnungs- und 
Spannungsraten identifiziert werden können. Durch diese Vorgehensweise ist es mit geringem Aufwand 
möglich, jederzeit weitere Elemente zu implementieren und damit das mechanische Modell dem tatsäch-
lichen Materialverhalten realitätsnäher anzupassen. 
 
Die zweite Zielstellung bestand in der Anwendung des erarbeiteten Programmes zur qualitativen und 
quantitativen Prognose der im Zeitverlauf stattfindenden Veränderungen im Querschnitt. Neben dem in 
Kapitel 3.4 ausführlich vorgestellten Rechenbeispiel wurden zahlreiche weitere Berechnungen mit unter-
schiedlichen Querschnittsgeometrien und Materialkennwerten durchgeführt. Dabei wurden in allen Fällen 
die gleichen prinzipiellen Umlagerungen beobachtet. Die Ergebnisse lagen immer in etwa der selben 
Größenordnung, signifikante Abweichungen in einzelnen Berechnungen waren nicht festzustellen. Die 
wichtigsten Erkenntnisse werden kurz zusammengefaßt und sind im Bild 3.39 veranschaulicht. 
 
►  Zunahme der Dehnungen am gesamten Querschnitt 
 
Daß es infolge des Kriechens und Schwindens des Betons zu einem Verformungszuwachs kommt, ist 
allgemein bekannt. Im Gegensatz zu den meisten sonst praktizierten Vorgehensweisen, bei denen ledig-
lich der E-Modul in Relation zur Kriechzahl und somit die Biegesteifigkeit abgemindert wird, gestattet 
der hier vorliegende Lösungsansatz jedoch eine wesentlich detailliertere Betrachtung der Geschehnisse im 
Verbundquerschnitt. So ist zu unterscheiden zwischen den Dehnungen in der Druckzone und denen in der 
Zugzone. Die größten Verformungszuwächse stellen sich naturgemäß im Bereich der Druckzone ein, da 
hier die Lastabtragung fast ausschließlich über den Beton erfolgt (eine ggf. vorhandene Druckzonen-
bewehrung ist i.d.R. von untergeordneter Bedeutung). Die Dehnungen (bzw. Stauchungen) nehmen um 
bis zum Zwei- bis Dreifachen gegenüber dem Ausgangszustand zu, dies entspricht etwa den zugehörigen 
Kriechzahlen ϕ(t). In der Zugzone sind die zu verzeichnenden Dehnungszuwächse deutlich geringer, sie 
liegen in der Größenordnung um bis zu einem Viertel über dem Ausgangszustand. Parallel zu den 
anwachsenden Dehnungen sinkt die Nullinienlage im Querschnitt in Richtung der Zugzone ab. 
 
►  Abnahme der Spannungen im Beton und Verlagerung der Betondruckzone 
 
Parallel zu den anwachsenden Dehnungen kommt es zu einem Abbau der Spannungen im Beton. Auch 
dies betrifft hauptsächlich die Druckzone, die maximalen Spannungen nehmen im Zeitverkauf um ca. ein 
Drittel gegenüber dem Ausgangszustand ab. Dehnungen und Spannungen stehen in direkter Wechselwir-
kung zueinander, wobei unter den vorhandenen Spannungen die Dehnungen anwachsen (Retardation) und 
gleichzeitig infolge der vorhandenen Dehnungen die Spannungen abnehmen (Relaxation). In der Zugzone 
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kommt es ebenfalls zu einem Abbau der dort übertragenen Betonspannungen (sowohl im ungerissenen als 
auch im gerissenen Bereich infolge Tension Stiffening), wobei dieser Effekt für das Gesamttragverhalten 
am Querschnitt von eher untergeordneter Bedeutung ist. Wesentlich bedeutsamer ist hingegen die mit 
absinkender Nullinienlage allmähliche Ausbreitung der Betondruckzone nach unten, d.h. in Richtung der 
Bewehrung hin, so daß der obere Teil der ursprünglichen Betonzugzone nach und nach überdrückt wird. 
Dadurch bleibt die Betondruckzone flächenmäßig in etwa gleich bzw. nimmt nur geringfügig ab, die 
Betonzugzone jedoch und damit die anteilige Zugkraft des Betons wird deutlich kleiner. 
 
►  Zunahme der Spannungen in der Bewehrung 
 
Im Gegenzug zu den abnehmenden Spannungen im Beton nimmt die Beanspruchung der Bewehrungs-
komponenten mit der Zeit zu, dies gilt gleichermaßen für die Stahl- und - sofern vorhanden - auch für die 
Faserbewehrung in einer zusätzlichen Textilbetonschicht. Die zunehmenden Spannungen erklären sich 
zum einen über das linear elastische und zeitkonstante Materialverhalten aus den in der Biegezugzone 
entsprechend anwachsenden Dehnungen, zum anderen muß es auch aus Gleichgewichtsgründen zu einer 
Zunahme der Biegezugkräfte in der Bewehrung kommen, da die anteiligen Zugkräfte des Betons abneh-
men (s.o.). Die Größenordnung der Spannungszuwächse entspricht dabei den zunehmenden Dehnungen 
in der jeweiligen Höhenlage. Für die  Stahlbewehrung ist dies etwas weniger als der Dehnungszuwachs 
an der Querschnittsunterseite, da diese einige Zentimeter höher liegt. In den meisten Fällen ist bei reinen 
Stahlbetonquerschnitten ein Spannungsanstieg der Bewehrung um 10...20 % zu verzeichnen. Das ist für 
die Beurteilung der Tragsicherheit eine an sich nicht zu vernachlässigende Größenordnung, sofern jedoch 
bei der Bemessung die Mitwirkung des Betons auf Zug nicht mit angesetzt wird, kann dieser Zuwachs 
gefahrlos aufgenommen werden. Durch eine textile Verstärkungsschicht läßt sich die Zunahme der Stahl-
spannungen bis etwa um die Hälfte des o.g. Wertes begrenzen. In der unterhalb des Basisquerschnittes 
angebrachten Textilbetonschicht nehmen die Dehnungen geometrisch bedingt etwas stärker zu. Ist diese 
von Anfang an vorhanden, können die Zuwächse hier bis zu ca. 30 % betragen. Bei nachträglich aufge-
brachten Textilbetonschichten ist dieser Wert deutlich kleiner und davon abhängig, in welchem Maße der 
Beton nach der Verstärkungsmaßnahme noch zu kriechen und schwinden vermag. Da die spannungs-
mäßige Auslastung der textilen Faserbewehrungen aufgrund deren hoher Zugfestigkeiten meist gering ist, 
hat hier ein zeitlicher Spannungsanstieg eine positive Wirkung, das mögliche Potential einer Textilbeton-
schicht kann damit besser genutzt werden, vgl. [LEPENIES, 2007]. 
 
 
 
Bild 3.39   Tendenzielle Entwicklung des (a) Dehnungs- und (b) Spannungsverhaltens von Stahl- und 
                  Textilbetonbauteilen infolge Kriechen und Schwinden (1,0 = Ausgangszustand) 
 
 
Die beschriebenen, im Zeitverlauf stattfindenden Veränderungen und Umlagerungen im Dehnungs- und 
Spannungszustand zeigen deutlich den Einfluß des zeitabhängigen Materialverhaltens des Betons und die 
Wechselwirkung zwischen allen beteiligten Komponenten im Verbundquerschnitt. Mit dem vorgestellten 
Lösungsansatz können diese Wechselwirkungen detailliert erfaßt und auch für veränderliche Belastungen 
ausgewertet werden. Somit besteht der nächste logische Schritt darin, den Berechnungsalgorithmus am 
Querschnitt zur Beschreibung eines einzelnen, also finiten Elements zu nutzen und in ein FE-Programm 
zu implementieren. Dieser Zielstellung wird sich das Kapitel 4 widmen. 
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3.5.2 Zum Anteil der Textilbetonschicht an der Lastabtragung 
 
 
Werden Stahlbetonquerschnitte zur Steigerung der Tragfähigkeit mit einer zusätzlichen Schicht aus 
Textilbeton versehen, so ist man bestrebt, einen möglichst hohen Anteil der abzutragenden Biegezug-
kräfte in diese Schicht, insbesondere in die Faserbewehrung, einzuleiten. Ist eine solche Schicht von 
Anfang an Bestandteil des Verbundquerschnittes, so resultieren die aufnehmbaren Kräfte über den 
jeweiligen E-Modul und die eingelegte Bewehrungsmenge direkt aus den in der Biegezugzone in der 
entsprechenden Höhenlage vorhandenen Dehnungen. Somit wird die Textilbetonschicht mit Aufbringen 
der Belastung komplett in ihrem entsprechenden Anteil an der Lastabtragung beteiligt. 
 
Anders ist der Sachverhalt bei Querschnitten mit nachträglich aufgebrachten Textilbetonschichten zu 
betrachten, da in diesen Fällen der Basisquerschnitt zum Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme je nach 
seinem Belastungsgrad eine mehr oder weniger große Vorverformung mitbringt. Zu einer Krafteinleitung 
in die Textilbetonschicht kommt es erst mit Erzeugen einer weiteren Dehnung. Diese kann im jungen 
Betonalter in gewissem Maße noch durch stattfindende Umlagerungen im Basisquerschnitt erzielt 
werden, im wesentlichen aber wird die notwendige Dehnung in der Verstärkungsschicht erst durch eine 
entsprechende Steigerung der Belastung zu realisieren sein. Eben diese Belastungssteigerung bewirkt  
natürlich nicht nur die gewünschte Lasteinleitung in die Textilbetonschicht, sondern es stellen sich 
Mehrbelastungen in allen beteiligten Komponenten des Verbundquerschnittes ein. 
 
Zur Beurteilung der Kraftverteilung in der Druck- und Zugzone des Querschnittes soll die Wirkung der 
inneren Kräfte näher betrachtet werden. Deren Aufteilung ist in Bild 3.40 schematisch dargestellt, wobei 
der Vollständigkeit wegen auch eine meist in der Druckzone liegende Stahlbewehrung mit berücksichtigt 
wurde. Mit Bezug auf die Querschnittsoberseite als gewählte Referenzachse können die Gleichgewichts-
bedingungen für die angreifenden Schnittgrößen Normalkraft und Biegemoment formuliert werden : 
 
 N DB− DBew.o− ZB+ ZBew.u+ ZF+ ZB.v+= , 
(3.29)
 
 MR DB− hB.d⋅ DBew.o hBew.o⋅− ZB hB.z⋅+ ZBew.u hBew.u⋅+ ZF ZB.v+( ) hF⋅+= . (3.30)
 
Den beiden Druckkräften DB und DBew.o stehen somit im wesentlichen die Zugkräfte der Bewehrungskom-
ponenten, also ZBew.u für die Stahl- und ZF für die Faserlage gegenüber. Die Stahlbewehrung nimmt dabei 
fast immer den Hauptanteil der zu übertragenden Biegezugkräfte auf. Weiterhin werden anteilige Zugkräfte 
vom Beton des Basisquerschnittes ZB und vom Feinbeton der Verstärkungsschicht ZB.v übertragen. 
 
 
 
Bild 3.40   Wirkung der inneren Kräfte am Stahlbetonquerschnitt mit textilbewehrter Verstärkungsschicht 
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Nach erfolgter Verstärkung und Belastungssteigerung verursacht das erhöhte Biegemoment einerseits 
eine Zunahme der Betondruckkraft DB und zum anderen ein noch stärkeres Anwachsen der Zugkräfte in 
den Bewehrungskomponenten ZBew und ZF, während die anteiligen Zugkräfte des Betons ZB und ZB.v 
tendenziell abnehmen. Die Vergrößerung der Betondruckkraft geht mit einer stärkeren Ausformung der 
Druckzone einher. Gleichzeitig nehmen die maximalen Spannungen durch die Wirkungen des Kriechens 
und Schwindens ab, womit das Beanspruchungsniveau ausreichend unter der Betondruckfestigkeit bleibt. 
Die dem gegenüberstehende Abnahme der Betonzugkräfte in Basisquerschnitt und Feinbetonschicht wird 
einerseits von der mit steigender Belastung zunehmenden Rißbildung verursacht, andererseits tragen auch 
die inneren Umlagerungen infolge Kriechen und Schwinden ihren Teil dazu bei. Dies soll deshalb für 
diese beiden Querschnittskomponenten etwas ausführlicher betrachtet werden. 
 
Die Verteilung und Ausformung der Betonspannungen über die Querschnittshöhe ist im Bild 3.40 mit 
eingezeichnet. Mit Steigerung der Belastung verkürzt sich der untere Bereich, in welchem noch anteilige 
Zugspannungen infolge Tension Stiffening übertragen werden wegen der dort zunehmenden Dehnungen. 
Der Hauptanteil der Betonzugkräfte wird vom oberen Bereich der Zugzone aufgenommen, wo zum Teil 
noch ungerissenes Material vorliegt bzw. der Schädigungsgrad vergleichsweise gering ist. Im jungen 
Betonalter verursacht die sich infolge Kriechen und Schwinden nach unten hin ausbreitende Druckzone 
eine deutliche Verkleinerung der Betonzugzone, so daß die anteilige Betonzugkraft ZB dementsprechend 
abnimmt. Diese ist dann über die Stahlbewehrung und eben auch über die Textilbetonschicht zu kompen-
sieren. Findet eine Verstärkung hingegen erst im fortgeschrittenen Betonalter statt (≥ 5 Jahre), so führt 
dies nach Belastungssteigerung bei anschließend gleichbleibender Belastung zu keinen wesentlichen 
Veränderungen im Spannungszustand von Basisquerschnitt und Textilbetonschicht. 
 
Der Beitrag der vom Feinbeton der Verstärkungsschicht übertragenen Zugkraft ZB.v ist meist von unter-
geordneter Bedeutung, nur bei sehr geringem Beanspruchungsniveau unterhalb dessen Zugfestigkeit 
können hier nennenswerte Zugspannungen aufgenommen werden. Mit Steigerung der Belastung wird die 
Zugfestigkeit rasch überschritten und es kommt zu Rißbildung. Auch dann können dem Feinbeton noch 
anteilige Zugspannungen infolge Tension Stiffening zugerechnet werden, doch mit weiter zunehmenden 
Dehnungen klingt auch dieser Effekt schnell ab. Übrig bleibt eine konstant bleibende Resttragfähigkeit, 
die nur wenig über dem Tragverhalten der alleinigen textilen Faserbewehrung liegt. 
 
Damit ist festzustellen, daß die anteilige Lastübertragung der Textilbetonschicht im wesentlichen von den 
eingelegten Fasern übernommen wird und aufgrund der vorliegenden Dehnungsverteilung in direkter 
Relation zu den Kräften in der Stahlbewehrung steht. Für die Größenordnung der erreichbaren Faser-
zugkraft ZF sind dabei die Dehnung in der Faserlage sowie Dehnungsdifferenz zum Basisquerschnitt, der 
E-Modul der Fasern und die eingelegte Bewehrungsmenge ausschlaggebend. Ist man bestrebt, bei nach-
träglicher Verstärkung einen großen Anteil der Biegezugkräfte in die Textilbetonschicht einzuleiten und 
gleichzeitig die Spannungen in der Stahlbewehrung deutlich unter der Fließgrenze zu halten, so gelingt 
dies am effektivsten über eine vorherige Absenkung der Belastung (vgl. Kapitel 3.4.2.3), was zu einer 
geringeren Dehnungsdifferenz zur Unterseite des Basisquerschnittes führt oder durch Verwendung hoch 
dehnsteifer Fasermaterialien (vgl. Kapitel 3.4.2.5). Diese beiden Aspekte sind die wichtigsten Einfluß-
parameter hinsichtlich der zu erzielenden Zugkräfte in der textilen Bewehrungslage. Die Vergrößerung 
der eingelegten Fasermenge ist unter Beachtung der Abmessungen der Verstärkungsschicht nur begrenzt 
möglich, ferner kann zur Gewährleistung eines ausreichenden Verbundes das Verhältnis von Fasergehalt 
zur umgebenden Betonmatrix nicht beliebig gesteigert werden. 
 
Nach zahlreichen Beispielrechnungen zeigte sich, daß bei nachträglicher Verstärkung durch geeignete 
Variation der beeinflußbaren Randbedingungen in der Textilbetonschicht Dehnungen von bis zu ca. 1,0 ‰ 
erreicht werden können, ohne daß dabei die Beanspruchung im Bewehrungsstahl signifikant ansteigt. Die 
damit mögliche Belastungssteigerung liegt in einer Größenordnung von bis zu 20...30 % gegenüber dem 
unverstärkten Querschnitt und wird in der Zugzone nahezu vollständig von der Textilbetonschicht 
getragen. Zu einer anteiligen Lasteinleitung allein durch die zeitlichen Umlagerungen infolge des 
Kriechens und Schwindens in die Textilbetonschicht kommt es nur in geringfügigem Maße und auch nur 
dann, wenn diese bereits im jungen Betonalter vorhanden ist. Bei nachträglichen Verstärkungsmaß-
nahmen spielt das zeitabhängige Materialverhalten nahezu keine Rolle mehr. 
 
94 3.  Stahlbetonquerschnitt mit textiler Verstärkungsschicht im einaxialen Spannungszustand
 
3.5.3 Bemerkungen zu den berechneten Spannungen in der 
Faserbewehrung 
 
 
Bei Betrachtung der Beispielrechnungen aus Kapitel 3.4.3 ist festzustellen, daß die Spannungen in der 
Faserbewehrung selbst bei Querschnitten mit einer von Anfang an vorhandenen Textilbetonschicht im 
Vergleich zu ihren aufnehmbaren Zugfestigkeiten relativ gering sind. Mit AR-Glasfasern werden Werte 
in der Größenordnung von bis zu ca. 100 N/mm² erreicht, mit Aramidfasern bis ca. 200 N/mm² und mit 
Carbonfasern bis ca. 400 N/mm². Dies entspricht einer Auslastung von nur ca. 10...20 % gegenüber deren 
Bruchfestigkeiten. Bei nachträglich aufgebrachten Verstärkungsschichten sind diese Werte noch entspre-
chend geringer. Unter Beachtung des angesetzten Berechnungsmodells sind für diese prognostizierten 
Spannungswerte jedoch die nachfolgenden beiden Ausführungen anzumerken. 
 
Einerseits stellen die berechneten Spannungen Mittelwerte in Trägerlängsrichtung über den Bereich der 
textilen Verstärkungsschicht dar, wobei diese unter Berücksichtigung des Tension Stiffening-Effektes als 
„verschmierte Zugzone“ ohne Berücksichtigung von Einzelrissen abgebildet wird. Das bedeutet, daß in 
Wirklichkeit an den Rissen deutlich größere Spannungsspitzen auftreten, während in den ungerissenen 
Bereichen dazwischen die Faserspannungen entsprechend kleiner sind. Das tatsächliche Spannungsver-
halten längs der Faserbewehrung ist in Bild 3.41 dargestellt. Die Maximalwerte lokaler Spannungsspitzen 
sind dabei umso größer, je weniger Einzelrisse vorhanden und je größer diese sind. 
 
Andererseits erfolgt die Modellierung der Faserbewehrung im Berechnungsmodell als homogene Fläche 
mit einer konstanten Spannungsverteilung über ihren Querschnitt. Tatsächlich aber besteht der Faser-
Roving aus einer Vielzahl von Einzelfilamenten, wobei die äußeren Filamente, die in unmittelbarem 
Kontakt mit der umgebenden Betonmatrix liegen, größere Dehnungen und Spannungen aufweisen als die 
innen liegenden Filamente. Den prinzipiellen Verlauf der Spannungsverteilung über den Querschnitt des 
Faserbündels zeigt Bild 3.42. Die berechneten Spannungen geben also auch hier nur den Mittelwert aller 
zum Bewehrungs-Roving zusammengefaßten Einzelfilamente wieder. 
 
 
 
 
Bild 3.41   Spannungsverteilung in der Faserbewehrung 
                  in Trägerlängsrichtung 
Bild 3.42   Spannungsverteilung über 
                  den Rovingquerschnitt 
 
 
Werden diese beiden Effekte noch überlagert, so können im Bereich unmittelbar an den Rissen lokale 
Spannungsspitzen an den Außenfilamenten auftreten, die ggf. um ein Vielfaches höher liegen als die 
berechneten Spannungsmittelwerte. Für detailliertere Ausführungen und den Ansatz von Berechnungs-
modellen zu dieser Problematik sei auf [RICHTER, 2005] und [LEPENIES, 2007] verwiesen. 
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4 Anwendung zur Berechnung von 
ebenen Stabtragwerken 
 
 
4.1 Zielstellung, Vorbemerkungen 
 
 
Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die Grundlagen zur mechanischen Modellierung des zeit-
abhängigen Materialverhaltens des Betons infolge Kriechens und Schwindens erarbeitet und diese in einen 
Algorithmus zur Berechnung von Stahlbetonverbundquerschnitten, ggf. mit einer zusätzlichen textilen 
Verstärkungsschicht, umgesetzt wurden, soll im nächsten Schritt die Anwendung dieses Verfahrens auf 
ebene Stab- bzw. Balkentragwerke vorgestellt werden. Ausgehend von den Betrachtungen am Querschnitt 
wird dieser in ein für Biegebeanspruchung ausgelegtes Balkenelement überführt, indem die Längsrichtung 
als dritte Dimension eingeführt wird. Durch Aneinanderreihung entsprechend vieler Elemente lassen sich 
damit vielfältige zwei- oder dreidimensionale biegebeanspruchte Tragwerksstrukturen realisieren, wobei 
der Fokus im Rahmen dieser Arbeit auf ebenen Stabtragwerken liegt, siehe Bild 4.1. 
 
 
 
Bild 4.1   Entwicklungsstufen vom Querschnitt zum Balkenelement zum Stabtragwerk 
 
 
Zur Berechnung nach dem o.a. Schema wird das Tragwerk in sehr viele im Vergleich zur Stablänge 
kleine Elemente unterteilt, wobei jedes Element über seine Länge einen konstant bleibenden Querschnitt 
(Geometrie, Bewehrungsmengen, usw.) aufweist. Die einzelnen Elemente werden über den in Elementmitte 
vorhandenen Dehnungs- und Spannungszustand charakterisiert, der bei hinreichend kleinen Elementen 
über deren gesamte Länge als konstant bleibend approximiert werden kann. Mit den zeitlichen Auswir-
kungen des Kriechens und Schwindens gehen Veränderungen im Dehnungs- und Spannungszustand eines 
jeden einzelnen Elementes einher, die sich auf das gesamte System auswirken. 
 
Ziel der Berechnung ist eine Analyse hinsichtlich des Trag- und Verformungsverhaltens von Bauwerken, 
die über einen langen Zeitraum Dauerbeanspruchungen ausgesetzt sind. Neben den in Kapitel 3 vorge-
stellten inneren Umlagerungen an lokal ausgewählten Querschnittsstellen mit bekannten Schnittgrößen 
lassen sich dann auch statisch unbestimmte Systeme berechnen, an denen es zu zeitlich veränderlichen 
Schnittkraftumlagerungen kommt. 
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4.2 Berechnung statisch bestimmter Systeme 
 
 
4.2.1 Anwendungsbereich und Vorgehensweise 
 
 
Ein erstes Anwendungsgebiet, bei welchem der in Kapitel 3 hergeleitete Berechnungsalgorithmus am 
Querschnitt auf einfache Weise direkt auf die Berechnung eines gesamten Tragwerks übertragen werden 
kann, stellen sämtliche Arten statisch bestimmter Systeme dar, bei denen sich der Schnittkraftzustand für 
die anliegenden Belastungen unmittelbar durch Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen für jede 
Stelle des Systems ermitteln läßt. Die Kenntnis der Systemsteifigkeit ist hierfür nicht erforderlich. Die für 
die zeitliche Auswertung des Dehnungs- und Spannungszustandes einer jeden ausgewählten Querschnitts-
stelle notwendigen Schnittgrößen Normalkraft und Biegemoment bleiben unter konstanten Belastungen 
dann ebenfalls konstant bzw. können bei zeitlich veränderlichem Belastungsniveau in einer unabhängigen 
Rechnung jederzeit dementsprechend neu bestimmt werden. 
 
Von praktischer Bedeutung sind dabei all jene Anwendungsbereiche, bei denen für die interessierenden 
Stellen der maximalen Schnittgrößen dort die Beanspruchungen und die zeitlichen Umlagerungen im 
Dehnungs- und Spannungszustand des Querschnittes bestimmt werden sollen sowie Systeme mit nach-
träglich aufgebrachter Verstärkungsschicht, für die eine Analyse zu deren anteiliger Lastabtragung und 
der damit zusätzlich aufnehmbaren Belastung erstellt werden soll. Dies läßt sich mit dem im vorherigen 
Kapitel hergeleiteten Berechnungsalgorithmus unmittelbar durchführen. 
 
Weiterhin lassen sich für statisch bestimmte Systeme auch die zeitlich veränderlichen Verformungen auf 
einfache Weise berechnen, indem an hinreichend vielen Querschnittsstellen über die Stablänge x zunächst 
der über die Querschnittshöhe z vorhandene Dehnungs- und Spannungszustand ε(x,z) und σ(x,z) bestimmt 
und anschließend aus diesem die Durchbiegung (unter Vernachläsigung der Querkraftverformungen) 
ermittelt wird. Ausgangspunkt bildet von der gesuchten Biegelinie w(x) deren zweite Ableitung w"(x), 
die sich sowohl über den Biegemomentenverlauf als auch über die Krümmung anschreiben läßt. 
 
 Ansatz über den Momentenverlauf : w'' x( )
M x( )−
EI x( )
=
 
(4.1)
 
 Ansatz über die Krümmung : w'' x( ) κ x( )=  (4.2)
 
Für die Auswertung von Gleichung (4.1) werden neben der berechneten Momentenlinie M(x) an allen 
Stellen x über die Stablänge die jeweils vorhandenen Biegesteifigkeiten EI(x) benötigt. Diese lassen sich 
durch (numerische) Integration über die Querschnittshöhe ermitteln. Dazu wird diese in hinreichend viele 
Schichten unterteilt und mit der Rechenhilfsgröße eines zeitveränderlichen E-Moduls des Betons, dem 
vorliegenden Querschnittszustand (gerissen bzw. ungerissen) sowie mit Berücksichtigung der übrigen 
Komponenten Stahlbewehrung und ggf. Textilbetonschicht für jede Schicht zunächst deren anteilige 
Dehnsteifigkeit (EA)Schicht bestimmt. Nach anschließender Ermittlung des elastischen Schwerpunktes kann 
daraus die Gesamtsteifigkeit an der betreffenden Querschnittsstelle EI(x) bestimmt werden. Diese Vor-
gehensweise ist mit einem hohen Rechenaufwand verbunden und soll hier nicht weiterverfolgt werden. 
Sie wird in Kapitel 4.3 zur Berechnung statisch unbestimmter Systeme näher betrachtet, da für die 
Anwendung der FE-Methode die Bereitstellung der Biege- und Dehnsteifigkeiten erforderlich ist. 
 
Im folgenden soll der Ansatz nach Gleichung (4.2) weiterverfolgt werden, d.h. Ermittlung der Biegelinie 
aus der Krümmung κ. Die Krümmung eines Stabes bzw. eines Elementes ist definiert als Reziprokwert 
des Krümmungsradius’ 
κ
1
R
=
 
(4.3)
 
und läßt sich somit allein aus der Kenntnis des am Element vorhandenen Dehnungszustandes berechnen. 
 
≅
≅
 
≅
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In Bild 4.2 sind für ein differentiales Element aus einem Balkentragwerk dessen Krümmung und der 
Zusammenhang mit dem zugehörigen Dehnungszustand dargestellt. Es wird vorausgesetzt, daß die 
Elementlänge Δl hinreichend klein in Bezug auf die Stablänge ist und somit die Dehnungen für das 
gesamte Element als konstant betrachtet werden können. 
 
Der Krümmungsradius R läßt sich über den Tangens des eingezeichneten Winkels α ( = φ / 2 ) ausdrücken. 
Dieser wiederum läßt sich ebenfalls über die Elementgeometrie anschreiben. Es gilt : 
 
α tan α( )=
1
2
Δl⋅
R
= bzw. α tan α( )=
εtx
Δl
2
⋅
stx
= .
 
(4.4) ; (4.5)
 
Nach Gleichsetzen beider Ansätze ergibt sich der Krümmungsradius R sowie die gesuchte Krümmung κ 
des Elements, die sich ausschließlich über dessen Dehnungszustand mit den in Kapitel 3 eingeführten 
Bestimmungsgrößen εtx und stx ausdrücken lassen (hier mit dem Index „tx“ für den Zeitpunkt tx) : 
 
R
stx
εtx
= bzw. κ
1
R
=
εtx
stx
= .
 
(4.6) ; (4.7)
 
Ist die Krümmung κ(x) über die gesamte Stablänge hinweg bekannt, führt sie nach zweifacher Integration 
zunächst zur Elementverdrehung φ(x) und schließlich zur Durchbiegung w(x). Die beiden Integrations-
konstanten C1 und C2 ergeben sich durch Auswertung der Randbedingungen an den Auflagern : 
 
  1. Integration : w' x( ) φ x( )−=
ξ 0=
x
ξκ ξ( )⌠⎮
⌡
d− C1+= ,
 
(4.8)
 
  2. Integration : w x( )
ξ 0=
x
ξφ ξ( )⌠⎮
⌡
d− C1 x⋅+ C2+= .
 
(4.9)
 
 
 
Bild 4.2   Bestimmung der Krümmung eines Balkenelements über dessen Dehnungszustand 
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Von diesen Überlegungen ausgehend lassen sich sehr vielfältige Anwendungsbereiche des „klassischen“ 
Stahlbetonbaues abdecken, da viele Bauteile wie Träger und Stützen in der Regel auf einfache und sta-
tisch bestimmte Systeme zurückzuführen sind und auch so bemessen werden. Gleiches gilt für Bauwerke, 
die sich aus mehreren statisch bestimmt gelagerten Teilsystemen zusammensetzen (z.B. Gerberträger, 
Dreigelenkrahmen). Auch hier läßt sich zunächst der gesuchte Krümmungszustand zu einem beliebigen 
Zeitpunkt bestimmen und aus diesem anschließend die Durchbiegungen ermitteln. 
 
Die programmtechnische Umsetzung erfordert zuerst die Berechnung des zeitveränderlichen Dehnungs- 
und Spannungsverhaltens. Danach wird in einer Nachlaufrechnung über die elementweise bestimmte 
Krümmung die Funktion der Biegelinie ermittelt, siehe schematische Darstellung in Bild 4.3. Ein wesent-
licher Bestandteil besteht auch hier in der Handhabung der erforderlichen Daten. Für jedes Element bzw. 
jede Querschnittsstelle immer ist das gesamte Dehnungs- und Spannungsbild des vorausgehenden 
Berechnungszeitpunktes bereitzuhalten, was je nach Größe des Tragwerks und Feinheit der Stabunter-
teilung einen entsprechenden Aufwand erfordert. 
 
 
 
 
Bild 4.3   Schematischer Programmaufbau zur Verformungsberechnung an statisch bestimmten Systemen 
 
 
Anhand der folgenden beiden Beispiele wird die beschriebene Vorgehensweise zur Langzeitberechnung 
der Kriech- und Schwindverformungen und anschließender Ermittlung der Durchbiegung vorgestellt. Die 
zugehörigen Eingabe-Datensätze sind im Anhang D abgedruckt. 
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4.2.2 Ausgewählte Rechenbeispiele 
 
 
4.2.2.1 Träger auf zwei Stützen mit Verstärkungsschicht 
 
 
In Fortführung des Beispiels aus Kapitel 3.4 sollen für den dort zugrundegelegten Einfeldträger mit einer 
Spannweite von 10 m und einer einwirkenden Streckenlast die sich im Zeitverlauf einstellenden Durch-
biegungen zunächst für den unverstärkten Träger und anschließend für den mit einer Textilbetonschicht 
verstärkten Träger ermittelt werden. Das Ausgangssystem ist in Bild 4.4 nochmals dargestellt, ebenso der 
Verlauf der Belastungsgeschichte. Im Zuge der Verstärkungsmaßnahme erfolgt eine Absenkung der 
Belastung auf 60 %, anschließend wird diese auf 126,7 % gesteigert und bleibt bis zum Ende des 
Betrachtungszeitraumes konstant. Als textile Faserbewehrung in der Verstärkungsschicht wird hier die 
Variante mit AR-Glasfasern zugrunde gelegt. Ferner wird angenommen, daß der dargestellte Querschnitt 
mit den eingelegten Bewehrungsmengen über die gesamte Trägerlänge konstant bleibt. 
 
 
 
 
Bild 4.4   Rechenbeispiel Träger auf zwei Stützen mit zugehörigem Last-Zeit-Diagramm 
                (detaillierte Vermaßung mit Höhenlagen der Bewehrung siehe Bild 3.17) 
 
 
Das Ziel der Berechnung ist die Ermittlung der Biegelinie des dargestellten Trägers zu den Zeitpunkten t0 
der Lastaufbringung, unmittelbar vor, während und nach der Verstärkungsmaßnahme unter den drei ein-
gezeichneten Belastungsniveaus sowie nach Ausklingen der Wirkungen des Kriechens und Schwindens 
für den Endzeitpunkt des Betrachtungszeitraumes nach 10.000 Tagen (ca. 27 Jahre). Weiterhin soll die 
allmähliche Zunahme der maximalen Durchbiegung in Trägermitte über den Zeitverlauf gezeigt werden. 
 
In der beschriebenen Vorgehensweise nach Bild 4.3, wird der Träger zunächst in 25 Elemente von jeweils 
Δl = 0,4 m unterteilt. Mit der im Last-Zeit-Diagramm vorgegebenen Belastung werden die Biegemomente 
aller Elemente berechnet, die Normalkraftbeanspruchung ist in diesem Beispiel gleich Null. Anschließend 
kann, ausgehend vom bekannten Schnittkraftzustand für jedes Element, die Berechnung der zeitabhän-
gigen Veränderungen im Dehnungs- und Spannungszustand infolge Kriechens und Schwindens erfolgen 
mit dem Ziel, jeweils die Krümmung als Quotienten aus Dehnung an der Querschnittsoberseite und 
zugehöriger Nullinienlage auszuweisen. Dies geschieht unabhängig voneinander für alle Elemente. Dabei 
kann in diesem Beispiel die Systemsymmetrie genutzt und die Berechnung so auf die Elemente 1 bis 13       
(= Element in Trägermitte) reduziert werden. Das Ergebnis liefert den kompletten Krümmungszustand des 
Trägers über den betrachteten Zeitraum von 10.000 Tagen. 
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Die anschließende Nachlaufrechnung zur Bestimmung der Biegelinie ist in Bild 4.5 für den Endzeitpunkt 
der Berechnung mit den erforderlichen Zwischenschritten grafisch dargestellt. Die obere Abbildung zeigt 
den Verlauf der Krümmung, wobei der erste und letzte berechnete Wert gemäß der vorgenommenen 
Unterteilung des Trägers bei jeweils Δl/2 = 0,2 m vom Rand entfernt liegt. Die zweimalige numerische 
Integration mit Berücksichtigung der Randbedingungen w(0) = w(l) = 0 führt zu den dargestellten Kurven 
für Elementverdrehung und Durchbiegung, der Maximalwert in Trägermitte erreicht wmax = 58 mm. 
(Alternativ wäre auch hier die Berechnung unter Ausnutzung der Symmetrie für die halbe Trägerlänge 
möglich, wobei dann die Randbedingungen w(0) = 0 und w’(l/2) = 0 zu verwenden wären.) 
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Bild 4.5   Bestimmung der End-Verformung des verstärkten Trägers nach t = 10.000 Tagen ; ausgehend 
                von der (a) Krümmung κ(x) über die (b) Elementverdrehung φ(x) zur (c) Biegelinie w(x) 
 
 
Mit dieser Vorgehensweise kann die Nachlaufrechnung zu jedem beliebigen Zeitpunkt durchgeführt 
werden. Unmittelbar nach Lastaufbringung ergibt sich am unverstärkten Träger noch ohne die Wirkungen 
des Kriechens und Schwindens eine maximale Durchbiegung von 31 mm. Diese und weitere Biegelinien 
zu ausgewählten Zeitpunkten im Rahmen der Verstärkungsmaßnahme sind in Bild 4.6 dargestellt. 
 
φ (x)
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   a)  Biegelinie nach Erstbelastung           b)  Biegelinie vor der Lastabsenkung 
        (t0 = 28 Tage)       (t = 2900 Tage) 
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   c)  Biegelinie unter abgesenkter Last          d)  Biegelinie nach der Laststeigerung 
        (tv = 3000 Tage)       (t = 3100 Tage) 
 
Bild 4.6   Darstellung der Biegelinie des Trägers zu weiteren ausgewählten Zeitpunkten 
 
 
Von besonderem Interesse ist die Entwicklung der maximalen Durchbiegung in Trägermitte, die durch 
das zeitabhängige Betonverhalten allmählich zunimmt. Diese ist in Bild 4.7 über den gesamten betrach-
teten Zeitraum von 10.000 Tagen aufgetragen. Am stärksten ist die Verformungszunahme unmittelbar 
nach Lastaufbringung im Laufe der ersten ein bis zwei Jahre zu erkennen. Die Kurve weist dabei eine 
direkte Affinität zu den stattfindenden Dehnungs- und Spannungsumlagerungen des Betonquerschnitts 
auf (vgl. Abbildungen in Kapitel 3.4). Bis zur Verstärkungsmaßnahme nach ca. 8 Jahren sind die Verfor-
mungen auf das 1,7-fache angewachsen. Die Differenz der maximalen Durchbiegungen unmittelbar vor 
und nach der Verstärkung beträgt lediglich 3 mm. Das ist relativ betrachtet eine Steigerung von ca. 6 %, 
wobei die Belastung am verstärkten Träger um 27,6 % gesteigert wurde. Damit zeigt sich sehr schön das 
mögliche Potential der aufgebrachten Verstärkungsschicht zur Erhöhung der anteiligen Biegesteifigkeit in 
der Zugzone und damit zur Begrenzung der Verformungen am gesamten System. Im weiteren Zeitverlauf 
wachsen die Verformungen nur noch geringfügig an. 
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Bild 4.7   Zeitliche Entwicklung der maximalen Durchbiegung in Trägermitte 
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4.2.2.2 Plattenstreifen als Kragarm modelliert 
 
 
Am folgenden Beispiel soll gezeigt werden, wie sich die nach einer Dauerbelastung ausgeprägten Verfor-
mungen nach einer teilweisen Entlastung allmählich zurückbilden. Das gewählte System in Form eines 
auskragenden Plattenstreifens kann z.B. einer Stahlbeton-Balkonplatte entsprechen, die neben einer 
gleichmäßigen Flächenlast aus Eigengewicht und dem Dauerlastanteil der vorhandenen Nutzlasten außer-
dem mit einer am vorderen Kragarmende wirkenden Einzellast in Form einer dort befindlichen massiven 
Betonbrüstung beaufschlagt ist, siehe Bild 4.8. Für dieses dargestellte System werden die zeitveränder-
lichen Spannungen und Dehnungen berechnet und aus diesen über die anliegenden Krümmungen die 
Biegelinie ermittelt. Der Anteil aus Querdehnung wird dabei vernachlässigt. Nach einem Zeitraum von 
4000 Tagen (ca. 11 Jahre) wird die Betonbrüstung abgebrochen und durch ein leichtes Geländer ersetzt, 
d.h. die Einzellast entfällt. Die maximale Biegebeanspruchung des Systems verringert sich dement-
sprechend. Neben dem damit verbundenen sofortigen Rückgang der Verformungen (Kurzzeitanteil) ist zu 
erwarten, daß anschließend ein weiterer allmählicher Verformungsrückgang zu beobachten ist (elastische 
Nachwirkung). Hierzu wird die Berechnung über einen Beobachtungszeitraum von insgesamt 8000 Tagen 
duchgeführt und dabei die Entwicklung der maximalen Durchbiegung am vorderen Ende des Kragarms 
dokumentiert. Die Unterteilung entlang der Kragarm-Stabachse erfolgt hier über 10 Elemente mit einer 
Länge von jeweils Δl = 0,2 m. 
 
 
 
Bild 4.8   Rechenbeispiel für einen auskragenden Stahlbeton-Plattenstreifen ; 
                a)  Prinzipskizze,   b)  statisches System,   c)  Querschnittsgeometrie 
 
 
Die im Anhang D abgedruckten Materialparameter ergeben infolge der flächigen Querschnittsgeometrie 
(kleinere wirksame Bauteildicke) und der verwendeten geringeren Betonfestigkeitsklasse eine Kriechzahl 
von Φ0 = 2,66. Dies läßt gegenüber dem vorangegangenen Beispiel auf einen größeren Zuwachs der 
zeitabhängigen Verformungen schließen. Im Bild 4.9 sind die ermittelten Biegelinien für die interessie-
renden Zeitpunkte zu Belastungsbeginn, unmittelbar vor und nach der Entlastung sowie zum Ende des 
Berechnungszeitraumes nach 8000 Tagen dargestellt. Dabei steigt im ersten Belastungsabschnitt unter der 
kompletten dargestellten Belastung die Durchbiegung der Kragarmspitze von 10 mm auf 25 mm an, dies 
ist eine Zunahme auf das 2,5-fache. 
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   a)  Biegelinie nach Erstbelastung            b)  Biegelinie vor der Entlastung 
        (t0 = 28 Tage)        (t = 3990 Tage) 
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   c)  Biegelinie nach der Entlastung            d)  Biegelinie im Endzustand 
        (tv = 4000 Tage)        (t = 8000 Tage) 
 
Bild 4.9   Darstellung der Biegelinie des Kragarms zu ausgewählten Zeitpunkten 
 
 
Nach der Entlastung erfolgt ein sofortiger Verformungsrückgang auf 16 mm, im weiteren Verlauf bildet 
sich die maximale Durchbiegung bis auf 12 mm zurück. Die gesamte Zeit-Verformungs-Kurve an der 
Kragarmspitze zeigt Bild 4.10. Es ist gut zu erkennen, daß der Hauptanteil des „Rückkriechens“ unmittel-
bar in den ersten ein bis zwei Jahren nach der Entlastung erfolgt, wobei die Kurve in umgekehrter Weise 
dem zuvor stattgefundenen Verformungszuwachs nach Lastaufbringung entspricht. Die Abbildung zeigt 
außerdem, daß der zeitverzögerte Verformungsrückgang in Relation zum vorherigen Zuwachs deutlich 
geringer ausfällt und läßt so den verbleibenden Anteil der irreversiblen Fließverformung erkennen. 
 
Qualitativ zeigen die Biegelinien einen besonders stark gekrümmten Verlauf unmittelbar nach der Ein-
spannstelle, während sie sich etwa ab der Mitte des Kragarms fast einer abfallenden Geraden annähern. 
Diese Abweichungen von der Idealform einer Parabel resultieren unmittelbar aus dem nichtlinearen 
Betonverhalten (EI ≠ konst.) und sind die Folge der mit steigender Momentenbeanspruchung zunehmen-
den Rißbildung und der damit größer werdenden Krümmung in diesem Bereich. 
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Bild 4.10   Zeitlicher Verlauf der maximalen Durchbiegung am freien Kragarm-Ende 
 
wmax = 10 mm wmax = 25 mm 
wmax = 16 mm wmax = 12 mm 
Wegnahme der Einzellast 
        P = 18 kN 
    zeitverzögerter 
Verformungsrückgang 
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4.3 Implementation in ein bestehendes FE-Programm 
 
 
4.3.1 Ausgangssituation 
 
 
Nachdem der entwickelte Berechnungsalgorithmus zur Beschreibung des zeitabhängigen Material-
verhaltens infolge Kriechens und Schwindens seine erste Anwendung für einfache statisch bestimmte 
Systeme in Form einer schrittweisen Abarbeitung über die Stablänge erfahren hat, besteht der nächste 
Schritt in der Einbindung in ein Finite-Elemente-Programm, um auch statisch unbestimmte Tragwerke 
berechnen zu können. Entsprechend der Funktionsweise einer jeden FE-Methode ist das gesamte System 
in eine Vielzahl einzelner, d.h. finiter Elemente zu unterteilen. Der Berechnungsablauf erfolgt in inkre-
mentellen Schritten über die Zeitachse. Dabei werden in jedem Zeitschritt für das vorliegende System mit 
der zum aktuellen Zeitpunkt vorhandenen Steifigkeitsverteilung und Belastung in einer Iterationsschleife 
zuerst die „eigentliche FE-Berechnung“ und anschließend für jedes Element die Berechnung der Kriech- 
und Schwindverformungen durchgeführt, bis ein neuer Gleichgewichtszustand gefunden ist. Im Ergebnis 
erhält man so den Ausgangszustand für das nachfolgende Zeitinkrement. 
 
Die praktische Umsetzung erfordert zuerst ein geeignetes Programmsystem. Im Rahmen der vorliegenden 
Arbeit wird hierfür das am Institut für Mechanik und Flächentragwerke der TU Dresden entwickelte FE-
Programm „DREFES“ verwendet. Dieses auf FORTRAN-Basis beruhende Programm bietet die Möglichkeit 
zur Berechnung beliebiger zwei- und dreidimensionaler Strukturen, wobei für die jeweiligen Anforde-
rungen verschiedene Elementtypen bereitstehen bzw. weitere definiert werden können. Zur Umsetzung 
der vorliegenden Aufgabenstellung einer Berechnung mit zeitveränderlichen Systemeigenschaften war 
das Programm für die folgenden Funktionalitäten zu erweitern und anzupassen. 
 
►  Modellierung eines neuen Element-Typs 
 
Auf der Grundlage der in Kapitel 3 beschriebenen Vorgehensweise zur Berechnung der Dehnungen und 
Spannungen am Querschnitt ist ein nichtlineares Stahlbeton-Balkenelement mit der Option einer zusätz-
lichen textilbewehrten Verstärkungsschicht zu entwickeln (programmintern Element-Nr. 28). Hierzu sind 
alle vorhandenen Anteile des Querschnitts gesondert zu erfassen. Für den Beton des Basisquerschnittes 
geschieht dies schichtenweise über die Querschnittshöhe, Stahl- und Faserbewehrung sowie der Fein-
beton der Verstärkungsschicht werden über ihre jeweiligen Flächenanteile in der Schwereachse ihrer 
Höhenlagen berücksichtigt. Davon ausgehend sowie mit Kenntnis der am Element angreifenden Schnitt-
größen und des Dehnungs-Spannungs-Zustandes zum vorausgegangenen Berechnungszeitpunkt lassen 
sich die Elementsteifigkeiten unter Beachtung des zeitveränderlichen Materialverhaltens ermitteln. Dabei 
wird unterstellt, daß über die Elementlänge Δl die Biege- und Dehnsteifigkeit konstant bleiben und den 
repräsentativen Werten in der Mitte des Elementes entsprechen. Diese Vorgehensweise setzt hinreichend 
viele Elemente mit genügend kleinen Längen in Relation zur jeweiligen Stablänge voraus. 
 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden eben wirkende Balkenelemente mit Rechteckgeometrie ver-
wendet. Eine Erweiterung auf räumliche Elemente sowie beliebige Querschnittsformen ist möglich. 
 
►  Simulation von Be- und Entlastungsprozessen 
 
In einem ersten Schritt ist der Ausgangszustand des Systems unter der einwirkenden Belastung zu 
bestimmen. Dies geschieht mittels einer inkrementellen Laststeigerung, um mit fortschreitendem Prozeß 
der Rißbildung im Beton die unterschiedliche Verteilung der Steifigkeiten aller Elemente des Systems 
berücksichtigen zu können. Hierfür ist in die jeweiligen Programmroutinen der Berechnungsalgorithmus 
zur Bestimmung der Anfangswerte am Querschnitt (vgl. Anhang B) zu implementieren, und für jeden 
Lastschritt sind die Elementsteifigkeiten neu zu bestimmen. 
 
Weitere Be- und Entlastungsprozesse sind im Rahmen des folgenden Berechnungsablaufes, der die äußeren 
Einwirkungen über die Zeit vorgibt, zu erfassen. Dies geschieht in inkrementellen Last-Zeit-Schritten. 
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►  Zeitlich inkrementeller Berechnungsablauf 
 
In der DREFES-„Basisversion“ erfolgt die Berechnung eines Systems mit definierten und zeitlich unver-
änderlichen Bedingungen hinsichtlich der Geometrie und der Materialkennwerte (linear oder nichtlinear). 
Eine Berücksichtigung der Größe „Zeit“ ist in der hier erforderlichen Art und Weise nicht vorgesehen. 
Folglich ist eine eigene Routine zur Steuerung des zeitlichen Berechnungsablaufes zu entwickeln und in 
der Programmhirarchie auf der obersten Systemebene anzuorden. Diese regelt die Abfolge der einzelnen 
nacheinander folgenden Zeitinkremente unter Berücksichtigung der adaptiven Schrittweitensteuerung und 
stellt die notwendigen Schnittstellen für den Datenaustausch zwischen FE-Berechnung DREFES und den 
neu implementierten Routinen für die Berechnung der Kriech- und Schwindverformungen mit den daraus 
resultierenden zeitveränderlichen Elementsteifigkeiten bereit. 
 
Im Rahmen der Zeitsteuerung kann prinzipiell jeder beliebige Last-Zeit-Verlauf simuliert werden. In der 
gegenwärtig vorliegenden Programmversion sind diejenigen nach Kapitel 3.3.1 vorgesehen, um die 
maßgebenden Lebensabschnitte eines Bauwerks abbilden zu können, welches mit einer zusätzlichen 
Verstärkungsschicht aus Textilbeton versehen ist. 
 
~ ~ ~ 
 
Die wesentlichen Bestandteile der neu zu entwickelnden Algorithmen und ihre Funktionsweisen werden     
in den folgenden Kapiteln kurz vorgestellt. Im Ergebnis liefert die Berechnung das zeitveränderliche Ver-
halten des Gesamtsystems, d.h. es werden die anliegenden Schnittgrößen und Verformungen schrittweise 
über den Betrachtungszeitraum ermittelt. Anschließend können diese über ein eigens hierfür erzeugtes 
Postprozesing-Programm visualisiert werden. Für ausgewählte Elemente kann ferner deren Dehnungs-
Spannungs-Verhalten ausgegeben werden, wie bereits in Kapitel 3 ausführlich demonstriert. 
 
 
 
4.3.2 Ansatz zur Finite-Elemente-Berechnung 
 
 
Das zugrunde liegende Programmsystem DREFES arbeitet wie die meisten FE-Algorithmen auf Basis des 
Weggrößenverfahrens. Nach Definition der Systemeigenschaften (Geometrie, Materialparameter u.s.w.), 
der Belastung und der Zerlegung in einzelne Elemente ist das zur Lösung führende Gleichungssystem 
 
RvK =⋅  (4.10)
 
für die Knotenverschiebungen v auszuwerten. Hierfür sind die Steifigkeitsmatrizen aller Elemente zur 
Systemsteifigkeitsmatrix K zusammenzufügen, und der Belastungsvektor R ist aufzustellen. 
 
Ausgehend von diesem Ansatz ist die schrittweise Lösung für die im vorliegenden Fall vorhandene Zeit-
abhängikgeit von Systemsteifigkeit, Knotenverschiebungen und Elementrandkräften zu entwickeln. Dabei 
sind in jedem Zeitinkrement von der zum Ausgangszeitpunkt tx bekannten Situation die Veränderungen 
über die Zeitdauer Δt des Inkrementes bis zum gesuchten Endzeitpunkt tx+1 = tx + Δt zu bestimmen. Diese 
Vorgehensweise entspricht ihrem Wesen nach dem bereits in Kapitel 3 angewandten Prinzip bei der 
inkrementellen Berechnung der zeitlichen Veränderungen von Dehnung und Spannung an einer einzelnen 
Querschnittsstelle und ist unter Verwendung des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens jetzt auf das gesamte 
Tragsystem anzuwenden. Die wichtigsten dafür durchzuführenden Rechenschritte werden nachfolgend 
vorgestellt, für detailliertere Ausführungen hierzu sei auf die einschlägige Fachliteratur verwiesen, siehe 
z.B. [BATHE, 2002] oder [WRIGGERS, 2001]. 
 
Das Grundproblem ist die Ermittlung des Gleichgewichtszustandes im betrachteten Zeitinkrement (tx+Δt) 
für das gesamte System aus finiten Elementen, wobei für die Zuwächse im Inkrement 
 
0Δt)(tFΔt)(tR xx =+−+  (4.11)
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gelten muß. Hierbei faßt R(tx+Δt) die äußeren Knotenkräfte in der Konfiguration (tx+Δt) zusammen, und 
F(tx+Δt) enthält die Stabrandschnittkräfte, die den Elementspannungen in dieser Konfiguration entspre-
chen. Da die Lösung zum Zeitpunkt tx bekannt ist, kann man schreiben : 
 
t)(F)(tFΔt)(tF xx Δ+=+  , (4.12)
 
wobei F(Δt) den Zuwachs der aus den Elementspannungen resultierenden Stabrandschnittkräfte während 
der Zeitdauer von tx bis (tx+Δt) beinhaltet. Dieser wird mit einer Tangentensteifigkeitsmatrix KT(tx) aus 
den geometrischen und materiallen Bedingungen zum Zeitpunkt tx und den in dieser Konfiguration 
vorliegenden Zuwächsen der Knotenverschiebungen Δv(Δt) angenähert : 
 
t)(v)(tKt)(F xT ΔΔ⋅=Δ &  . (4.13)
 
Das führt auf die erste Näherungslösung des Gleichungssystems in Form von : 
 
)(tFΔt)(tR)(tv)(tK xxxxT −+=⋅  . (4.14)
 
Löst man Gleichung (4.14) nach den Verschiebungen auf, so kann eine Näherung für die gesuchten Ver-
schiebungen im Zustand zu (tx+Δt) berechnet werden : 
 
t)(v)(tvt)(tv xx ΔΔ+=Δ+ &  . (4.15)
 
Die tatsächlichen Verschiebungen zum Zeitpunkt (tx+Δt) sind dann diejenigen, die den einwirkenden 
Knotenkräften R(tx+Δt) entsprechen. Mit den Gleichungen (4.13) bis (4.15) ist jetzt eine erste Näherung 
für diese Konfiguration ermittelt, die aber aufgrund der verwendeten Näherungsansätze je nach Größe der 
verwendeten Zeitschritte und der Größenordnung der im Zeitinkrement stattfindenden Veränderungen 
noch einen mehr oder weniger großen Fehler beinhalten wird. Geht man mit dieser Lösung zum nächsten 
Zeitinkrement über, so könnten die sich aufsummierenden Abweichungen immer weiter anwachsen, im 
ungünstigsten Falle kann die Berechnung instabil werden. Deshalb ist es erforderlich, solange zu 
iterieren, bis ein Gleichgewichtszustand nach Gleichung (4.11) hinreichend genau erreicht worden ist. 
Das bedeutet also, nachdem ein Inkrement der Knotenverschiebungen Δv(Δt) berechnet worden ist, das 
einen neuen Gesamtverschiebungsvektor v(tx+Δt) definiert, kann die zuvor vorgestellte inkrementelle 
Lösung wiederholt werden, wobei die neu ermittelten Gesamtverschiebungen anstelle der zuvor 
angenommenen Verschiebungen des Zeitpunktes tx gesetzt werden. 
 
In der NEWTON-RAPHSON-Iteration sind für  i = 1, 2, ... n  die folgenden Gleichungen solange neu auszu-
werten, bis ein definiertes Konvergenzkriterium (z.B. für die Stabrandschnittkräfte) erreicht ist : 
 
1)-(i
xx
(i)1)-(i
xT Δt)(tFΔt)(tRt)(vΔΔt)(tK +−+=Δ⋅+  , (4.16)
 
                   (i)1)-(ix
(i)
x t)(vΔΔt)(tvt)(tv Δ++=Δ+  . (4.17)
 
Als Anfangsbedingungen wird die bekannte Konfiguration zum Zeitpunkt tx zugrunde gelegt : 
 
)(tKt)(tK xT
(0)
xT =Δ+  ,      )(tvt)(tv x
(0)
x =Δ+  ,      )(tFt)(tF x
(0)
x =Δ+  . (4.18 a, b, c)
 
Ein wesentlicher Hauptbestandteil der FE-Lösung ist die Aufstellung der tangentialen Steifigkeitsmatrix 
KT des Gesamtsystems, die sich ihrerseits wiederum aus den tangentialen Steifigkeitsmatrizen der 
einzelnen Elemente zusammensetzt. Deren Ermittlung wird in Kapitel 4.3.5 detailliert vorgestellt. 
 
Zur Umsetzung des dargestellten Lösungsverfahrens im Programmsystem DREFES sind also die Teil-
schritte zur inkrementweisen Neubestimmung der sich infolge Kriechens und Schwindens verändernden 
Steifigkeiten der Einzelelemente und die damit auszuführende FE-Berechnung des Gesamtsystems im 
Rahmen einer Iterationsschleife zu implementieren, so daß nach Auswertung der Iteration in jedem 
Zeitschritt der Verformungs- und Schnittkraftzustand vorliegt. Der grundlegende Programmaufbau hierzu 
ist im umseitigen Struktogramm dargestellt, siehe Bild 4.11. 
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4.3.3 Übersicht über die Programmstruktur 
 
 
 
 
Bild 4.11   Programmaufbau DREFES zur Berechnung des zeitabhängigen Verhaltens von Stahlbeton- 
                  Tragwerken (ggf. mit Textilbeton verstärkt) infolge Kriechens und Schwindens 
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4.3.4 Weitere Erläuterungen zum Berechnungsprogramm 
 
 
Aufbauend auf der Grundstruktur des DREFES-Programmsystems werden als erstes alle Eingabedaten zur 
Geometrie des Tragwerks, einschließlich der Elementunterteilung, zur Belastung und zu den benötigten 
Querschnitts-und Materialkennwerten zusammengestellt. Die hierfür vorgesehene Eingabedatei ist dem-
entsprechend anzupassen, und die weiterverarbeitenden Routinen sind so zu ergänzen, daß insbesondere 
die elementspezifischen Daten (ca. 100 verschiedene Einzelwerte pro Element) an jeder Stelle des 
Berechnungsablaufes in der benötigten Form verfügbar sind. 
 
►  Bestimmung des Anfangszustandes zum Zeitpunkt t0 
 
Nach Vorgabe der Eingangsdaten wird im ersten Hauptabschnitt des Programms der Schnittkraft- und 
Verformungszustand des Tragwerks zum Anfangszeitpunkt t0 berechnet. Dies geschieht auf Grundlage 
der Kurzzeiteigenschaften der Systemkomponenten und mit Berücksichtigung des nichtlinearen Material-
verhaltens des Betons mittels inkrementeller Laststeigerung in hinreichend kleinen Lastschritten bis zum 
Ausgangsbelastungsniveau (100 %). Innerhalb eines jeden Lastschrittes sind pro Element auf Grundlage 
des berechneten Dehnungs- und Spannungszustandes dessen Steifigkeiten zu bestimmen, und es ist 
daraus die Gesamtsteifigkeitsmatrix zu bilden. Der Belastungsvektor ist ebenfalls in jedem Lastschritt neu 
zu belegen. Anschließend erfolgt das Aufstellen und Lösen des Gleichungssystems. Infolge der sich 
verändernden Steifigkeitsverteilung (Rißbildung Beton) kann es zu Schnittkraftumlagerungen kommen. 
Folglich ist die Lösung mit den Eingangsdaten abzugleichen und ggf. in einem Iterationsprozeß weiter zu 
verbessern. Das jeweilige Dehnungs- und Spannungsbild für alle Elemente ist zwischenzuspeichern, 
ebenso das Schädigungsbild des Betons im gerissenen Bereich. Nach abgeschlossenem Aufbringen der 
Belastung ist der Ausgangszustand für die anschließende Kriech- und Schwindberechnung hergestellt. 
Neben den ermittelten Schnittgrößen, Dehnungs- und Spannungszuständen für alle Elemente sind jetzt 
auch alle weiteren Parameter, die das zeitabhängige Verformungsverhalten beschreiben (d.h. die einzelnen 
Dehnungs- und Spannungsraten aller Komponenten im Materialmodell) für alle Elemente des Tragwerks 
der anschließenden Berechnung zu übergeben, die zum Zeitpunkt t0 noch alle gleich Null sind. 
 
►  Durchführung der zeitgesteuerten Berechnung 
 
Der zweite Hauptabschnitt des Programms widmet sich der inkrementweisen Berechnung in fortschrei-
tenden Zeitschritten. Dabei sind in der gegenwärtig ausgearbeiteten Programmversion die in Kapitel 3.3.1 
vorgestellten Abschnitte (1) bis (8) mit den zugehörigen Laststufen (I) bis (IV) implementiert, so daß eine 
komplette Berechnung über den Lebenszyklus eines Bauwerks mit nachträglich stattfindender Verstär-
kungsmaßnahme möglich ist (Last- und Systemmodifikationsprozeß). Durch entsprechende Variation der 
Last-Zeit-Steuerung können auch beliebige weitere Kombinationen hintereinander geschaltet werden. 
 
Die eben genannte Last-Zeit-Steuerung ist eine der maßgeblichen Ergänzungen des DREFES-Programms. 
Diese gibt auf der obersten Systemebene den Berechnungsablauf mit den einzelnen Abschnitten für 
konstante Last bzw. für Be- und Entlastungsprozesse vor und definiert somit den im jeweiligen Inkrement 
vorhandenen Belastungsvektor sowie die Inkrementschrittweite. Letztere wird analog der Vorgehensweise 
in Kapitel 3 in den „langen“ Abschnitten mit konstanter Last dynamisch angepaßt, d.h. bei abnehmenden 
zeitlichen Veränderungen werden die Berechnungsintervalle vergrößert und so der Berechnungsablauf 
optimiert. Die Anpassung erfolgt auf Grundlage eines ausgewählten „Referenz-Elementes“, bei dem im 
jeweiligen Zeitinkrement die Änderungen im Dehnungs- und Spannungszustand am stärksten ausfallen. 
Dieses kann jedoch infolge der ebenfalls stattfindenden Umlagerungen im Schnittkraftzustand nicht im 
Vorfeld benannt werden, sondern ist für jeden Berechnungsschritt erneut zu identifizieren. Gemäß den 
definierten Kriterien für die relativen Veränderungen der maximalen Betondehnung an der Querschnitts-
oberseite und der zugehörigen Nullinienlage sind diese beiden Werte für jedes Element zu bestimmen 
(Berechnung auf Elementebene), anschließend auf die Systemebene zu übergeben und miteinander zu 
vergleichen. Als kleinste Ausgangsschrittweite werden Intervalle von Δt = 6 Stunden verwendet. 
 
Sind die Rahmenbedingungen für das zu berechnende Zeitinkrement bestimmt, so folgen die in Bild 4.11 
dargestellten weiteren Teilschritte. 
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►  Berechnungsteil (1) – Kriechen und Schwinden 
 
Dieser Teil der Berechnung beinhaltet den in Kapitel 3 hergeleiteten Algorithmus zur Bestimmung der 
zeitlichen Veränderungen der Dehnungen und Spannungen am Tragwerk und ist in eine Schleife über alle 
Elemente eingebettet. Pro Element sind die jeweiligen Querschnitts- und Materialkennwerte einzulesen 
und die dort im jeweiligen Iterationsschritt vorhandenen Schnittgrößen festzustellen, die jeweils für das 
betrachtete Zeitintervall als konstant angesehen werden. Ferner ist der komplette Datensatz zur Beschrei-
bung des Dehnungs- und Spannungszustandes eines jeden Elementes zu Inkrementanfang mit allen 
zugehörigen Dehnungsanteilen gemäß der im Materialmodell eingebauten Komponenten und mit Beach-
tung des Schädigungsbildes des Betons bereitzustellen (ca. 200 Werte). Auf dieser Grundlage erfolgt 
unter der einwirkenden Belastung die Berechnung für das vorgegebene Zeitintervall Δt. Diese Berech-
nung bezieht sich dabei auf die Mitte des Elementes, wobei unterstellt wird, daß der Querschnitt an dieser 
Stelle unter der Voraussetzung hinreichend kleiner Elementlängen das Verhalten des gesamten Elementes 
repräsentiert. Diese Vorgehensweise entspricht den bereits in Kapitel 4.2 beschriebenen Ausführungen für 
statisch bestimmte Systeme, die Schritt für Schritt über die Stablänge abgearbeitet werden. 
 
Im Ergebnis erhält man nacheinander für alle Elemente den neuen Dehnungs- und Spannungszustand zum 
Endzeitpunkt des Inkrementes, der abzuspeichern und an die nachfolgenden Routinen zu übergeben ist. 
 
►  Berechnungsteil (2) – Finite-Elemente-Berechnung 
 
Mit dem sich zeitlich verändernden Dehnungs- und Spannungszustand aller Elemente, einhergehend mit 
sich ggf. umlagernden Schnittgrößen, kommt es zu einer sukszessiven Veränderung der Steifigkeiten der 
Einzelelemente und daraus resultierend auch für das Gesamtsystem. Folglich bildet die Bestimmung der 
Steifigkeiten in einem jeden Berechnungsschritt einen wesentlichen Schwerpunkt. Die dafür benötigte 
tangentiale Gesamtsteifigkeitsmatrix KT erfordert jeweils die Bestimmung der tangentialen Steifigkeits-
matrizen KT(e) für alle einzelnen Elemente, die deren zum jeweiligen Zeitpunkt vorhandenen bzw. 
wirksamen tangentialen Biegesteifigkeiten (EI)T und tangentialen Dehnsteifigkeiten (EA)T enthalten. 
Diese inkrementweise Neubestimmung der zeitlich veränderlichen Steifigkeiten ist eine weitere wesent-
liche Ergänzung im DREFES-Programm und wird im folgenden Kapitel ausführlich vorgestellt. 
 
Im nächsten Schritt ist der Belastungsvektor aufzustellen, wobei alle stattfindenden Be- oder Entlastungs-
prozesse entsprechend zu berücksichtigen sind, und in den Verformungsvektor sind die vorgegebenen 
Auflager-Randbedingungen einzutragen. Mit diesen Vorgaben ist das im aktuellen Berechnungsschritt 
geltende Gleichungssystem aufzustellen und zu lösen. Hierfür können die vorhandenen DREFES-Routinen 
nahezu unverändert verwendet werden, so daß darauf nicht näher eingegangen werden soll. 
 
Als unmittelbares Ergebnis liefert die FE-Berechnung gemäß Kapitel 4.3.2 in jedem Berechnungsschritt 
zunächst die inkrementellen Zuwächse für die Knotenverschiebungen und daraus schließlich den neuen 
Gesamtverschiebungsvektor des Systems. In einer Nachlaufrechnung werden die an allen Elementen vorlie-
genden Randschnittkräfte bestimmt. Die Schnittkraftverläufe über die voraussetzungsgemäß sehr kleinen 
Elementlängen werden linear zwischen Anfangs- und Endwert approximiert, sofern auf den Elementen 
selbst keine weiteren Lasten angreifen, bzw. sind diese sonst dementsprechend zu berücksichtigen. 
 
►  Berechnungsteil (3) – NEWTON-RAPHSON-Iteration 
 
Gemäß den Grundgleichungen (4.16) und (4.17) sind die beiden o.a. Berechnungsteile (1) und (2) in eine 
Iterationsschleife für den Gleichgewichtszustand am Ende des betrachteten Zeitinkrementes einzubinden. 
Diese Iteration ist vor allem dann unabdingbar, wenn es neben den sich verändernden Steifigkeiten und den 
zunehmenden Verformungen auch zu einer signifikanten Umlagerung im Schnittkraftzustand kommt, die 
sich über die Änderungen in den Knotenkräften F(tx+Δt) ausdrückt. Sind diese inkrementellen Änderungen 
jedoch vernachlässigbar klein, so wird in der NEWTON-RAPHSON-Iteration (je nach Abbruchschranke) 
ggf. schon nach dem ersten Iterationsschritt der geforderte Gleichgewichtszustand am System erreicht 
sein, so daß eine weitere Iteration nicht erforderlich ist. In diesen Fällen kann die Berechnung innerhalb 
eines Zeitinkrementes dann auf die beiden oben beschriebenen separaten Problemstellungen aufgeteilt 
und diese nacheinander und unabhängig voneinander gelöst werden. 
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Bei den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Aufgabenstellungen ist davon auszugehen, daß es unter 
konstant einwirkenden äußeren Lasten im Zeitverlauf nur zu geringfügigen Umlagerungen im Schnitt-
kraftzustand insgesamt kommt und daß diese Veränderungen innerhalb eines Zeitschrittes vernachlässigt 
werden können. Das ist dadurch zu erklären, daß die sich unter den einwirkenden Beanspruchungen 
einstellenden Kriech- und Schwindverformungen in allen Elementen bei gleichen Materialeigenschaften 
in ihrer Relation etwa gleich groß sind und folglich auch die relative Veränderung der Steifigkeiten in 
allen Bereichen des Tragwerks etwa gleich groß ausfällt. Damit kann die erst im darauffolgenden Zeit-
inkrement in der Berechnung wirksam werdende eventuelle Veränderung im Schnittkraftzustand zwar zu 
minimalen Abweichungen führen, die jedoch bei kleinen Inkrementschrittweiten die Gesamtberechnung 
nicht beeinträchtigen. Diese Verfahrensweise erscheint auch mit Blick auf den deutlich höheren Rechen-
zeitaufwand einer iterativen Berechnung legitim (zwei Iterationen = doppelte Rechenzeit). 
 
Sind die im Zeitverlauf einwirkenden äußeren Lasten veränderlich, so ist zu unterscheiden, ob das 
gesamte Belastungsniveau einheitlich abgesenkt bzw. erhöht wird oder ob in unterschiedlichen Bereichen 
des Tragwerks die Lasten unterschiedlich variiert werden. Im erstgenannten Falle gelten bei hinreichend 
kleinen Zeitinkrementen gleichermaßen die o.g. Ausführungen, und eine iterative Berechnung kann 
vermieden werden. Im letzteren Falle kommt es jedoch belastungsbedingt zu einer Veränderung in der 
Steifigkeitsverteilung des gesamten Systems (infolge unterschiedlich starker Rißbildung des Betons) und 
somit auch zu sich verändernden Schnittkraftzuständen nicht nur in ihrer absoluten Größenordnung 
sondern auch in ihren Relationen zueinander. Somit ist für diese Fälle dann die Berechnung nur über eine 
Iteration des Gleichgewichtszustandes im Inkrement möglich. 
 
In der bearbeiteten DREFES-Programmversion sind die umseitig beschriebenen Berechnungsteile (1) und 
(2) vollständig implementiert, für die Einbindung in eine NEWTON-RAPHSON-Iterationsschleife sind die 
notwendigen Schnittstellen vorgesehen. Auf die iterative Berechnung selbst wurde verzichtet, da solche o.g. 
Belastungsszenarien, die zu maßgeblichen Schnittkraftumlagerungen führen, nicht betrachtet wurden. 
 
 
 
 
4.3.5 Ermittlung der zeitlich veränderlichen Elementsteifigkeiten 
 
 
Gemäß dem Ansatz nach Gleichung (4.16) ist in jedem Berechnungsschritt die für die Lösung nach der 
Finiten-Elemente-Methode erforderliche tangentiale Steifigkeitsmatrix KT(t) des Systems zu bestimmen, 
die im vorliegenden Fall einer zeitlichen Veränderung infolge des Kriechens und Schwindens des Betons 
unterliegt. Sie setzt sich aus den einzelnen Steifigkeitsmatrizen aller Elemente des Tragwerks zusammen. 
In den Berechnungen dieser Arbeit werden dazu ebene und schubsteife Balkenelemente verwendet, die 
Normalkräfte längs der Stabachse und Momente aus einaxialer Biegung mit den zugehörigen Querkräften 
aufnehmen können. Diese Schnittkräfte führen am Element zu horizontalen und vertikalen Verschiebungen 
und Verdrehungen, die für die beiden Elementknoten (1) und (2) in Bild 4.12 dargestellt sind. 
 
 
 
 
Bild 4.12   Ebenes Balkenelement mit 6 Freiheitsgraden ; Prinzipskizze am unverformten Element 
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Für die Herleitung der Steifigkeitsbeziehungen am ebenen schubsteifen Balkenelement nach der BERNOULLI-
Theorie wird eine Elementformulierung für finite Verschiebungselemente gewählt, bei der innerhalb eines 
jeden Iterationsschrittes im Zeitinkrement die Kraft-Verzerrungs-Beziehungen linearisiert werden. Für die 
Auswertung wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen verwendet. Die wesentlichen Schritte dazu sind 
nachfolgend zusammengestellt, für detailliertere Ausführungen sei z.B. auf [LINK, 1984], [MÖLLER, 1996], 
[KRÄTZIG/BASAR, 1997] und [GRAF/VASSILEV, 2006] verwiesen. 
 
Nach Diskretisierung des Tragwerksmodells wird ausgehend von den Verschiebungen der beiden Element-
randknoten (1) und (2) mit 
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das Verschiebungsfeld v(e) über die Elementlänge mit Hilfe einer Matrix für die Formfunktionen im 
Element Ω(e) in Abhängigkeit von den 6 Knotenfreiheitsgraden approximiert : 
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Als Formfunktionen Ω(e) werden HERMITE-Polynome zweiter und vierter Ordnung gewählt. Diese bilden 
über die Elementlänge einen stetigen Verschiebungsverlauf und einen stetigen Verzerrungsverlauf (erste 
Ableitung) ab. Die Formfunktionen sind so gestaltet, daß sie für ebene finite Balkenelemente ohne Anschluß-
unstetigkeiten einen ebenso stetigen Übergang zwischen den Knoten und den Stabrändern modellieren. 
Anschlußunstetigkeiten (Schnittkraftnullfelder, Federgelenke) lassen sich z.B. über eine entsprechende 
Modifikation der Ansatzfunktionen berücksichtigen oder durch die Anpassung der Elementformulierung 
herleiten. Darauf wird jedoch bei den hier betrachteten Stahlbetontragwerken verzichtet. 
 
Nach diesen Vorgaben wird der folgende Elementverschiebungsvektor v(e) formuliert, der die Anteile aus 
Längenänderung und Biegung entkoppelt erfaßt :            (4.21) 
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Anschließend sind die Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen aufzustellen. Unter der Voraussetzung 
kleiner Verschiebungen wird eine lineare Kinematik angewendet. Die Dehnungen der Elementschichten ε(x) 
werden als konstant und die Krümmungen κ(x) als linear über die Elementlänge approximiert. Mit Hilfe 
des kinematischen Operators BK wird das Verzerrungsfeld ε(e) des Elementes über die Verschiebungen 
ausgedrückt : 
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mit :      
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Mit einem Werkstoffgesetz werden aus den Verzerrungen die Spannungen berechnet. Unter der getrof-
fenen Annahme einer linearen Kraft-Verzerrungs-Abhängigkeit im jeweiligen Berechnungsschritt kann 
der Spannungszustand am ideellen Verbundquerschnitt über das HOOKEsche Gesetz beschrieben werden. 
Mit der tangentialen Elastizitätsmatrix ET, der Querschnittsfläche A und dem Trägheitsmoment I wird ein 
Spannungszustand σ(e) für das Element repräsentiert, der mit den äußeren Schnittgrößen aus Normalkraft 
und Biegemoment im Gleichgewicht stehen muß. Es gilt : 
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Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen gelingt es, eine Abhängigkeit zwischen den Knoten-
kräften und den Knotenverschiebungen aufzustellen. Dazu müssen die kinematischen Rand- und Über-
gangsbedingungen an den Elementrändern erfüllt werden. Die Auswertung des Gleichgewichtes zwischen 
virtueller innerer und äußerer Arbeit 
       ai δWδW =  (4.26)
 
führt auf die Steifigkeitsbeziehungen am Element und auf die zugehörige Elementsteifigkeitsmatrix :     
( F0 sind die Randschnittkräfte infolge äußerer Belastungen des Elements ) 
 
(e)0(e)(e)
T FFvK =+⋅  (4.27)
 
mit :      ∫ ∫ ⋅⋅⋅⋅⋅=
x z
K
T
KT
(e)
T dxdzb(z)BB(z)EK  . (4.28)
 
Die Randschnittkräfte F(e) und diejenigen aus äußeren Einwirkungen F0 werden zu einem resultierenden Last-
vektor R(e) („rechte Seite“) zusammengefaßt. Für die Einbindung in den vorgestellten FE-Ansatz nach Kapitel 
4.3.2 wird Gleichung (4.27) in eine inkrementelle Form gebracht, die nicht die totalen Kräfte und Verschie-
bungen, sondern jeweils die Zuwächse der Verschiebungen Δv(e) mit den Zuwächsen des Lastvektors ΔR(e) 
im Zeitinkrement Δt verknüpft. Damit erhält man folgende Formulierung, die den Kraft-Verschiebungs-
Zusammenhang eines jeden Elementes im aktuellen Berechnungsschritt beschreibt : 
 
(e)(e)(e)
T RΔvΔ(t)K =⋅  . (4.29)
 
Die für jeden Zeitpunkt t neu zu bestimmende tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix KT(e)(t) ergibt sich 
nach der Integration des Verschiebungsansatzes über die Elementlänge. Dabei wird im inneren Integral 
nach Gleichung (4.28) ein über die Querschnittshöhe z veränderlichen Tangenten-E-Modul ET(z) und eine 
variable Querschnittsbreite b(z) berücksichtigt. Die Integration wird für den Fall elementweise konstant 
bleibender tangentialer Biege- und Dehnsteifigkeiten durchgeführt und liefert im Ergebnis die folgende 
quadratische und symmetrische 6 x 6 - Matrix für den betrachteten Zeitpunkt t : 
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Diese Matrix beschreibt das betrachtete Element mit einer über die Elementlänge l konstanten Dehn- und 
Biegesteifigkeit, eine Annahme, die nur unter der vorausgesetzten Bedingung hinreichend kleiner Ele-
mentlängen und eines in diesem Bereich „verschmierten“ Rißbildes unterstellt werden kann. Für den 
vorliegenden Stahlbetonquerschnitt (plus ggf. Textilbetonschicht) kann jedoch weder ein Elastizitätsmodul 
E noch die Querschnittsfläche A und das Trägheitsmoment I explizit angegeben werden. Stattdessen sind 
für den Beton des Basisquerschnittes die Gesamtwerte für die die tangentiale Dehnsteifigkeit (EA)T und 
die tangentiale Biegesteifigkeit (EI)T schichtenweise mit Hilfe eines Tangenten-E-Moduls des Betons ET, 
der sich gemäß Bild 4.13 als Quotient aus Spannung und Dehnung berechnet, und unter Beachtung der 
vorliegenden Rißbildung und der im aktuellen Zeitinkrement geltenden Materialparameter durch 
Integration über die Querschnittshöhe zu bestimmen. Hinzuzuzählen sind die Anteile für die Stahl- und 
die textile Faserbewehrung sowie den Feinbeton der Verstärkungsschicht, der in seiner Schwerpunktslage 
angesetzt und in Höhenrichtung nicht weiter unterteilt wird. Dies entspricht vom Prinzip her der bereits 
praktizierten Vorgehensweise bei der Auswertung der am Querschnitt geltenden Gleichgewichtsbe-
dingungen mittels numerischer Integration über dessen Höhe (vgl. Kap. 3.2.2). 
 
 
 
Für jede Stelle entlang der 
σ-ε-Kurve gilt : 
 
ET
dσ
dε
=
 
 
(4.31)
 
Bild 4.13   Definitionsgemäße Bestimmung des Tangenten-E-Moduls des Betons im σ-ε-Diagramm 
                  (hier Darstellung für Druckbereich) 
 
 
Die Bestimmung des Tangenten-E-Moduls des Betons erfordert eine detaillierte Betrachtung der im Zeit-
inkrement von tx bis (tx+Δt) stattfindenden Veränderungen im Spannungs-Dehnungs-Verhalten an jeder 
Stelle z über die Querschnittshöhe. Ausgehend vom bekannten Zustand zum Zeitpunkt tx wird zu den 
vorhandenen Spannungen σ(z,tx) ein virtueller und hinreichend kleiner Spannungszuwachs dσ~ (z,tx+Δt) 
aufgebracht, der über die Dauer des Zeitinkrementes Δt hinweg konstant einwirkt. Über die bereichsweise 
geltenden Stoffgesetze für Druck, Zug (ungerissen) und Tension Stiffening nach Kapitel 2.1.6 werden zu 
den vorhandenen Dehnungen ε(z,tx) die daraus resultierenden virtuellen Dehnungszuwächse d ε~ (z,tx+Δt) 
im Inkrement berechnet, siehe Bild 4.14. Der Quotient aus beiden Größen liefert den an der jeweiligen 
Stelle z entlang der Querschnittshöhe wirksamen Tangenten-E-Modul ET(z,tx+Δt) im betrachteten Zeit-
inkrement und entspricht damit der Tangente an der betreffenden Stelle im o.a. σ-ε-Diagramm. 
 
 
 
An jeder Stelle z gilt : 
 
Δt)t(z,ε~d
Δt)t(z,σ~dΔt)t(z,E
x
x
xT +
+
=+  
 
(4.32)
 
Bild 4.14   Schichtenweise Bestimmung des Tangenten-E-Moduls aus dem Spannungs-Dehnungs- 
                  Zustand über die Querschnittshöhe 
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Mit der Kenntnis der schichtenweisen Tangenten-E-Module des Betons wird im nächsten Schritt der ela-
stische Schwerpunkt des Gesamtquerschnitts berechnet, wobei die Höhenlage z auf eine zu definierende 
Referenzachse, z.B. die Querschnittsoberseite, zu beziehen ist : 
 
∑
∑
⋅
⋅⋅
=+
i
iiT,
i
iiiT,
xel AE
zAE
Δt)(tz  mit  i = Beton (geschichtet) / Feinbeton, Stahl, Fasern . (4.33)
 
Jetzt können die tangentiale Dehnsteifigkeit und mit bezug auf die oben ermittelte elastische Schwer-
punktslage die tangentiale Biegesteifigkeit für das aktuelle Zeitinkrement berechnet werden. Es ist : 
 
 
 Tangentiale Dehnsteifigkeit : ∑ ⋅=
i
iiT,T AE(EA)  
 
(4.34)
 
 
 Tangentiale Biegesteifigkeit : ∑ −⋅⋅=
i
2
ieliiT,T )z(zAE(EI)  
 
(4.35)
 
Nach Gleichung (4.30) können jetzt die tangentialen Elementsteifigkeitsmatrizen KT(e)(t) aller Elemente 
des Tragwerks für die Berechnung im aktuellen Zeitinkrement belegt werden. 
 
 
Anmerkung zur zeitlichen Entwicklung der Steifigkeiten : 
 
Für Betontragwerke, die zeitabhängigen Kriech- und Schwindverformungen unterliegen, werden die im 
Zeitverlauf zunehmenden Verformungen (einschließlich der damit einhergehenden zunehmenden Ausbrei-
tung der Rißbildung) häufig über eine abnehmende Steifigkeit interpretiert, die sich aus dem, im Sinne 
einer Rechenhilfsgröße zu verstehenden, scheinbar abnehmenden E-Modul des Betons ergibt. 
 
In Bild 4.15 ist diese tendenzielle Entwicklung über die Zeitachse exemplarisch für den Rechenwert der 
tangentialen Biegesteifigkeit (EI)T(t) eines Balkenelementes mit nachträglich aufgebrachter Textilbeton-
schicht, beginnend mit dem Ausgangszustand zu t0 nach abgeschlossenem Prozeß der Lastaufbringung, 
dargestellt. Sehr deutlich zu erkennen ist der starke Steifigkeitsabfall im jungen Betonalter. Die Kurve 
zeigt qualitativ einen nahezu affinen Verlauf zu den in Kapitel 3 dargestellten Diagrammen zur zeitlichen 
Entwicklung repräsentativer Kenngrößen des Querschnitts. Ebenfalls gut zu erkennen ist der Anstieg der 
Steifigkeit mit aufgebrachter Verstärkungsschicht (hier nach tv = 2000 Tagen), wobei diese erst im Zuge 
der Belastungssteigerung wirksam wird. Mit beginnender Rißbildung im Feinbeton fällt die Steifigkeit 
anschließend wieder ab. Die Gesamtsteifigkeit im Vergleich zum zuvor unverstärkten Basisquerschnitt 
liegt jedoch infolge der jetzt zusätzlich vorhandenen Faserbewehrung etwas höher. 
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Bild 4.15   Zeitliche Entwicklung für die Rechenhilfsgröße der scheinbaren tangentialen Biegesteifigkeit 
                  eines Balkenelementes ; Prinzipdarstellung 
 
Anfangswert (EI)T(t0) am gerissenen
Querschnitt nach abgeschlossener
Lastaufbringung Verstärkungsmaßnahme 
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4.3.6 Organisation der Ein- und Ausgabedaten 
 
 
Um im Rahmen eines FE-Programmes das zeitabhängige Verhalten eines gesamten Tragwerks berechnen 
zu können, sind für jedes einzelne Element umfangreiche Datenmengen erforderlich. 
 
Die Bereitstellung der Eingabedaten für das System erfolgt mittels einer dem DREFES-Programmsystem 
zugrunde liegenden Eingabedatei in einer definierten Struktur. Diese beinhaltet die Systemgeometrie 
(Knoten, Stäbe), die Auflagerrandbedingungen, die Belastung sowie die erforderlichen Querschnitts- und 
Materialkennwerte aller Elemente. Weiterhin sind die notwendigen Angaben zu definieren, die den 
zeitlichen Verlauf beschreiben (Last-Zeit-Geschichte, Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme, sofern 
vorgesehen) und die Anpassung der Inkrementschrittweiten steuern. 
 
Zur Beschreibung eines einzelnen Elements sind ca. 100 Parameter erforderlich. Davon entfällt ein großer 
Teil auf die zeitveränderlichen Materialeigenschaften des Betons, die separat für den Basisquerschnitt und 
für den Feinbeton der Verstärkungsschicht bereitzustellen sind. In der Regel kann davon ausgegangen 
werden, daß die Materialeigenschaften des Betons und der Bewehrungskomponenten für alle Elemente 
des Tragwerks identisch sind, damit müssen diese Parameter nur einmal definiert werden. Die Angaben 
zur Querschnittsgeometrie und zu den einliegenden Bewehrungsmengen in der Zug- und Druckzone sind 
elementweise zu erfassen. Dabei können im Falle verstärkter Konstruktionen die Textilbetonschichten 
nicht nur auf der Zug-, sondern auch auf der Druckzonenseite vorhanden sein und müssen demzufolge 
auch für diese beiden Varianten separat definiert werden können. Damit wird dem Umstand Rechnung 
getragen, daß sich bei komplexeren Tragwerken im Bereich von Momentennullpunkten die Verstärkungs-
schichten auf der Ober- und Unterseite des Querschnitts ggf. überlappen können. 
 
Im ersten Schritt der DREFES-Abarbeitung erfolgt das Einlesen der Daten aus der Eingabedatei. Sie sind 
programmintern zwischenzuspeichern, so daß sie jederzeit und von jeder Programmebene aus abrufbar 
sind. Besonderes Augenmerk liegt hierbei auf den Querschnitts- und Materialparametern aller Elemente 
des Systems. Dazu wurde im bestehenden DREFES-Quellcode das Elementdatenfeld (edat) auf die erfor-
derliche Größe zur Unterbringung von bis zu 100 Parametern angepaßt. 
 
Neben den Eingangsgrößen selbst ist im Zuge der Berechnung eine Vielzahl an Zwischenergebnissen 
notwendig, die in jedem Zeitinkrement neu zu bestimmen und an das nachfolgende zu übergeben sind. 
Dies erfordert für jedes Element ein eigenes Datenfeld, welches dessen „Zeitgeschichte“ in Form des zum 
jeweiligen Zeitpunkt anliegenden Dehnungs-Spannungs-Zustandes beinhaltet. Hierfür wird der in Kapitel 
3.3.3.5 beschriebene Datensatz mit ca. 200 Parametern pro Element verwendet. 
 
Mit Durchführung eines jeden Berechnungsschrittes wird der Verformungsvektor v(t) nach dem Schema 
von Gleichung (4.10) bestimmt. Die DREFES-Basisfunktionalitäten sehen die Ausgabe der Knotenverfor-
mungen in einer einfachen Textdatei vor. Weiterhin stehen entsprechende Routinen zur Verfügung, mit 
denen über Gleichung (4.27) die an den Elementrändern anliegenden Randschnittkräfte ermittelt werden 
können. Die Ausgabe erfolgt wiederum in einer eigenen Ergebnisdatei. Auf die Berechnung des Schnitt-
kraftzustandes über die Elementlänge kann im vorliegenden Fall aufgrund deren „kurzer“ Abmessungen 
(Eingangsvoraussetzung für die Berechnung) verzichtet werden; stattdessen genügt es, den Verlauf 
zwischen den Knotenwerten linear zu approximieren (sofern keine äußeren Lasten auf dem betreffenden 
Element angreifen). In weiteren Nachlaufrechnungen zu einer jeden FE-Berechnung im aktuellen Zeit-
inkrement können für alle oder ausgewählte Elemente deren komplettes Dehnungs- und Spannungsbild 
bestimmt und wiederum in seperaten Ergebnisdateien ausgegeben werden. 
 
Im Ergebnis der DREFES-Berechnung erhält man damit den zeitlichen Verlauf der Systemverformungen, 
den zeitlichen Verlauf der Schnittkraftzustandslinien und die zeitlichen Veränderungen im Spannungs- 
Dehnungs-Verhalten des Tragwerks in einer Vielzahl verschiedener Textdateien. Für die ingenieurmäßige 
Beurteilung sind diese Datenmengen in weiteren Schritten aufzubereiten und in grafischer Form zu 
veranschaulichen. Hierzu wird das bereits entwickelte Programm zur grafischen Darstellung der Umla-
gerungen am Querschnitt weiter ausgebaut, um auch den zeitlichen Verlauf der Verformungen und der 
Schnittkräfte abbilden zu können, siehe nachfolgendes Kapitel. 
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4.4 Auswertung und Aufbereitung der Ergebnisse 
 
 
4.4.1 Ausgangssituation und Zielstellung 
 
 
Aufbauend auf den Ergebnissen der DREFES-Berechnung wird ein eigenes Programm zum Postprozessing 
entwickelt, mit welchem ausgewählte Ergebnisverläufe in einer Animation über die Zeitachse visualisiert 
werden können. Als Ausgangsbasis wird dazu das in Kapitel 3.3.4 vorgestellte Grafikprogramm aufge-
griffen, welches auf Grundlage der vorgegebenen Last-Zeit-Geschichte die Entwicklung repräsentativer 
Größen über den Lebenszyklus des Bauwerkes verfolgt. Da im vorliegenden Fall die Verformungen und 
die Schnittkraftlinien des gesamten Tragwerks von Interesse sind, müssen zunächst die Systemdaten, d.h. 
Knoten und Stäbe, sowie die Auflagerrandbedingungen aus der DREFES-Eingabedatei importiert werden, 
um sie anschließend zur grafischen Darstellung generieren zu können. Weiterhin sind für ausgewählte 
Querschnittsstellen deren Kennwerte zur Geometrie und zu den Bewehrungslagen zu übernehmen, um an 
diesen in der bereits vorgestellten Weise (vgl. Bild 3.16) die zeitliche Entwicklung des Dehnungs- und 
Spannungszustandes aufzeigen zu können. 
 
Die grafisch aufzubereitenden Ergebnisse sind in Form der vorliegenden Textdateien einzulesen. Dabei 
ist zu unterscheiden in knotenbezogene Größen (Verformungen) und elementbezogene Größen (Schnitt-
kräfte), die entlang des gesamten Systems anzutragen sind. In einer weiteren Datei werden die Parameter 
zur Darstellung des Dehnungs- und Spannungsbildes eines ausgewählten Elementes über dessen Quer-
schnittshöhe übergeben. Diese sollen in einer gesonderten Bildschirmansicht gezeigt werden. 
 
 
 
4.4.2 Programmtechnische Umsetzung 
 
 
Nach den o.a. Vorgaben wurde das Programm „STATICS“ entwickelt. Es handelt sich dabei um eine 
Windows-Applikation, die in der Programmiersprache C++ unter Verwendung der Microsoft Foundation 
Classes (MFC) implementiert wurde. Der strukturelle Programmaufbau ist in Bild 4.16 dargestellt, die 
wesentlichen Komponenten sollen nachfolgend kurz erläutert werden. 
 
►  Objektorientierte Programmarchitektur 
 
Im ersten Schritt sind für alle Eingangsdaten, d.h. sowohl für die Systemkennwerte als auch für die 
Ergebnisse der Berechnung, eigene Objekt-Klassen zu definieren und deren Aufbau und Zusammen-
setzung durch entsprechende Attribute zu charakterisieren. Damit liegen alle abzubildenden Größen als 
programminterne „Datenstrukturen“ (vgl. Bild 4.16, linker Bereich) vor, und es kann gleichzeitig auf alle 
Objekte zugegriffen werden. 
 
Anschließend ist die „Grafische Benutzeroberfläche“ (Graphic User Interface, kurz GUI, vgl. Bild 4.16, 
rechter Bereich) zu erzeugen. Dazu werden unter Nutzung von sog. Document-View-Structures zwei 
seperate Bildschirmansichten verwendet, in denen die als Dialog-Klassen aufgebauten Visualisierungs-
fenster mit den darzustellenden Ergebnissen angezeigt werden. In beiden Ansichten bildet gleichermaßen 
das Diagramm der Last-Zeit-Geschichte die Grundlage für die zeitliche Steuerung der Animation. Für die 
Darstellung der Verformungen und der Schnittkraftzustandslinien wird ein gemeinsames Anzeigefenster 
verwendet, in welchem die jeweiligen Ergebnisverläufe am Gesamtsystem eingeblendet werden können. 
Durch Umschalten der Bildschirmansicht kann zu den Anzeigefenstern des Dehnungs- und Spannungs-
bildes für eine ausgewählte Querschnittsstelle gewechselt werden. 
 
Datenstruktur und grafische Benutzeroberfläche sind voneinander getrennte Programmbestandteile, die 
durch definierte Schnittstellen miteinander gekoppelt sind. 
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►  Strukturierte Datenorganisation 
 
Voraussetzung für eine funktionsfähige Aufbereitung und Darstellung der Ergebnisse ist die Übergabe 
der Daten in festgelegten Strukturen. Bezüglich der Eingangsdaten zu System und Querschnitt geschieht 
dies über die definierte DREFES-Eingabedatei. Die Ausgabedateien für die Ergebnisse sind so zu organi-
sieren, daß jeder Datensatz über den jeweiligen Zeitpunkt in der Berechnung identifiziert werden kann. 
Dabei ist bereits in den entsprechenden Routinen der DREFES-Berechnung sicherzustellen, daß alle auszu-
gebenden Ergebnisse zeitlich synchron verlaufen. D.h. jede Ausgabe eines Ergebnisdatensatzes für einen 
beliebigen Zeitpunkt tx hat gleichermaßen für die Verformungen, für die Schnittgrößen und für die Daten 
des abzubildenden Querschnitts-Dehnungs- und Spannungsbildes zu erfolgen, damit in der Visualisierung 
jederzeit zwischen diesen Ansichten zeitaktuell gewechselt werden kann. Im übrigen folgt die Struktur 
der Datensätze für die knotenbezogenen Verformungen und die elementbezogenen Schnittkräfte den 
üblichen Konventionen bei FE-Anwendungen. Der Datensatzaufbau zum Dehnungs- und Spannungsbild 
beruht auf den Ausführungen in Kapitel 3.3.3.5 (Bereichsgrenzen, Spline-Parameter, usw.). 
 
►  Anwenderbezogene Programmsteuerung 
 
Zunächst werden die jeweiligen Daten für die zu visualisierenden Ergebnisse in das Programm einge-
lesen. Über entsprechende Schaltflächen können die gewünschten Ansichtsfenster ausgewählt werden. 
Die Animation über die Zeitachse kann zu beliebigen Zeitpunkten unterbrochen werden, dabei ist ständig 
der aktuelle Standpunkt in Bezug auf die einzelnen Kriechabschnitte sichtbar. Nach Bedarf lassen sich die 
Darstellung des Systems, die Verformungen und Schnittkraftzustandslinien sowie die Achsen in den 
Anzeigefenstern für Dehnung und Spannung über Dialogfenster auf der Benutzeroberfläche skalieren. 
Ebenso können ausgewählte Werte knoten- bzw. elementbezogen eingeblendet werden. 
 
 
 
Bild 4.16   Programmaufbau STATICS zur grafischen Aufbereitung der Ergebnisse 
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4.4.3 Anwendungsszenarien 
 
 
Das entwickelte STATICS-Programm gestattet nach vorheriger DREFES-Berechnung eine ganzheitliche 
Betrachtung des Tragverhaltens eines Bauwerkes während dessen gesamter Lebensdauer. Die im Zeitverlauf 
stattfindenden Verformungszuwächse, ggf. in Kombination mit Schnittkraftumlagerungen sowie die quer-
schnittsinterne Ausformung des Dehnungs- und Spannungszustandes ausgewählter Elemente (z.B. an den 
Stellen der maximalen Beanspruchung) geben quasi eine „Zeitraffer-Aufnahme“ des Systems wider und 
stellen dem Ingenieur ein anschauliches Werkzeug zur Beurteilung des vorliegenden Tragwerkes zur 
Verfügung. Dies gilt gleichermaßen für reine Stahlbetontragwerke als auch für solche mit einer zusätz-
lichen Verstärkungsschicht mit textiler Bewehrungslage. Unzureichend oder auch zu stark dimensionierte 
Bereiche des Systems können damit schnell erkannt und bedarfsgerecht verändert werden. 
 
Neben der Hauptanwendung zur zeitlichen Animation lassen sich ebenso Verformungs- und Schnittkraft-
zustände als Momentaufnahme zu ausgewählten Zeitpunkten darstellen. Hierzu werden lediglich die 
entsprechenden Datensätze aus den DREFES-Ergebnissen benötigt. 
 
Im Bild 4.17 ist ein Bildschirmprint der STATICS-Grafikoberfläche am Beispiel eines Rahmenbrücken-
tragwerks (vgl. Kap. 4.5.3) dargestellt. Dieser zeigt im oberen Bereich das Anzeigefenster für den Verlauf 
der Last-Zeit-Geschichte. Darunter ist das Anzeigefenster für die Visualisierung des Gesamtsystems zu 
sehen, hier mit Darstellung des Biegemomentenverlaufes. In der Kopfleiste sind die Schaltflächen zur 
Programmsteuerung untergebracht. 
 
 
 
 
Bild 4.17   Darstellung des Biegemomentenverlaufes eines Rahmenbrückentragwerks und dessen 
                  zeitlicher Veränderung mittels Animation über den Zeitverlauf 
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4.5 Ausgewählte Rechenbeispiele 
 
 
In diesem Kapitel wird anhand von drei ausgewählten Beispielen statisch unbestimmter Tragwerke 
gezeigt, welche Möglichkeiten die Umsetzung des beschriebenen Berechnungsverfahrens im Rahmen des 
DREFES-FE-Programmsystems bietet und wie sich die Bauwerke in einem Untersuchungszeitraum von 
mehreren Jahrzehnten unter entsprechender Belastung verhalten. Dazu sind diese durch ein diskretes FE-
Modell abzubilden. Dieses ergibt sich unter Berücksichtigung der einwirkenden Beanspruchungen und 
der daraus folgend gewählten Stababschnitte mit gleicher Querschnittscharakteristika hinsichtlich Abmes-
sungen, einliegender Bewehrung und - sofern vorhanden - der textilen Verstärkungsschicht. 
 
Für die Querschnittsdimensionierung und die Ermittlung der erforderlichen Bewehrungsmengen ist eine 
überschlägliche Vorbemessung erforderlich. Diese erfordert die Bestimmung der maximalen Beanspru-
chungen und anschließend die Ermittlung der Bewehrung in den verschiedenen Bereichen der Tragwerke. 
Dies geschieht vorab in einer Nebenrechnung nach den Methoden der linearen Stabstatik und mit den 
einschlägigen Stahlbeton-Bemessungsverfahren. Die im Ergebnis ermittelten Querschnitte mit den zuge-
hörigen Bewehrungsmengen sind im Anhang D zusammengestellt. 
 
 
 
4.5.1 Durchlaufträger über zwei Felder 
 
 
Für den in Bild 4.18 dargestellten Stahlbeton-Durchlaufträger über zwei Felder mit einer konstant einwir-
kenden Streckenlast sollen die Schnittkraftzustandslinien und die zeitliche Entwicklung der Verformungen 
über einen Betrachtungszeitraum von 10.000 Tagen (ca. 27 Jahre) berechnet werden. In einem Vergleich 
mit der vereinfachenden Annahme eines für EI = konstant approximierten Biegemomentenverlaufes wird 
die Funktion der Biegelinie zum Endzeitpunkt der Berechnung mit Hilfe der Vorgehensweise der element-
weisen Integration der Krümmungen über die Stablänge bestimmt (vgl. Kapitel 4.2) und den Ergebnissen 
der DREFES-Berechnung gegenübergestellt. Eine Verstärkungsmaßnahme ist hier nicht vorgesehen. 
 
Der Träger wird in zwei Feldbereiche und den dazwischenliegenden Stützbereich unterteilt. In diesen 
Abschnitten werden für alle darin befindlichen Elemente jeweils die gleichen Querschnittskennwerte 
angenommen. Im Bereich der Momentenübergänge kann ggf. noch eine verfeinerte Unterteilung mit ab-
gestuften Bewehrungsmengen in der jeweiligen Biegezugzone vorgenommen werden. Für den insgesamt 
22 m langen Träger ergeben sich damit 44 Elemente der Länge Δl = 0,5 m. 
 
 
 
Bild 4.18   Durchlaufträger über zwei Felder, System und Belastung sowie gewählte FE-Einteilung 
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In den Bildern 4.19 a) und b) sind die berechneten Zustandslinien für die Querkräfte und Biegemomente 
für den Ausgangszeitpunkt t0 nach abgeschlossener Lastaufbringung dargestellt. Diese verändern sich 
über den gesamten Berechnungszeitraum nur minimal, d.h. Schnittkraftumlagerungen zwischen den Feld-
bereichen und dem Stützbereich finden etwa in der Größenordnung von ≤ 1 % statt. 
 
 
 
Bild 4.19  Berechneter Verlauf der (a) Querkräfte und (b) Biegemomente des Zweifeldträgers, dargestellt 
                 zum Ausgangszeitpunkt t0 nach abgeschlossenem Prozeß der Lastaufbringung 
                 (Klammerwerte = Schnittgrößen nach linear-elastischer Lösung am ungerissenen Träger) 
 
 
Die zeitlichen Auswirkungen des Kriechens und Schwindens zeigen sich jedoch bei näherer Betrachtung 
der Geschehnisse im Querschnittsinneren. So zeigt Bild 4.20 den Zuwachs der maximalen Dehnungen    
des Betons auf der Druckzonenseite, diese nehmen sowohl in den Feldbereichen (Druckzone jeweils oben 
liegend) als auch im Stützbereich (Druckzone unten liegend) etwa in der gleichen Größenordnung um das 
1,6...1,8-fache gegenüber dem Anfangszustand zum Zeitpunkt t0 zu. 
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Bild 4.20   Verlauf der maximalen Betondehnungen auf der Druckzonenseite zum Anfangszustand t0 
                  und zum Endzeitpunkt der Berechnung 
 
              t0  =  28 Tage 
 
           tEnde = 10.000 Tage 
b)a) c) 
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In weiteren Ergebnissen lassen sich alle interessierenden Größen darstellen, die den Dehnungs- und 
Spannungszustand über die Trägerlänge beschreiben. So sind in Bild 4.21 beispielhaft die Spannungen für 
die in der Zugzone liegende Stahlbewehrung (in den Feldbereichen unten, im Stützbereich oben liegend) 
zum Zeitpunkt t0 und zum Endzeitpunkt der Berechnung aufgetragen, der Zuwachs in allen Bereichen    
des Trägers ist deutlich zu erkennen. Bild 4.22 veranschaulicht den Schädigungsgrad des Betons, d.h. die 
Ausbreitung der gerissenen Zugzone über die Querschnittshöhe (Bereich Tension Stiffening). 
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Bild 4.21   Verlauf der Spannungen für die in der Zugzone liegende Stahlbewehrung zum Anfangs- 
                  zustand t0 und zum Endzeitpunkt der Berechnung 
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Bild 4.22   Ausbreitung der gerissenen Zugzone in den biegezugbeanspruchten Bereichen des Trägers 
                  (hier exemplarisch zum Zeitpunkt t0 dargestellt) 
 
 
Betrachtung der Verformungen : 
 
Die in der DREFES-FE-Berechnung ermittelten Verformungen des Zweifeldträgers sind für Anfangs- und 
Endzeitpunkt der Berechnung in den Bildern 4.23 a) und b) dargestellt. Die maximale Durchbiegung im 
linken Feld wächst von 41 mm auf 65 mm und im rechten Feld von 9 mm auf 17 mm an, das ist jeweils 
eine Zunahme auf etwa das 1,6...2,0-fache. 
 
In einer Vergleichsrechnung wird die Funktion der Biegelinie über die Vorgehensweise aus Kapitel 4.2 
nach dem Prinzip der Integration der Krümmungen über die Trägerlänge bestimmt. Mit der Annahme 
einer konstanten Biegesteifigkeit EI wird nach der linearen Stabstatik der zugehörige Momentenverlauf 
ermittelt (Klammerwerte in Bild 4.19). Mit diesen an den einzelnen Elementen vorliegenden und zeitlich 
konstant bleibenden Biegemomenten erfolgt die Berechnung der am Querschnitt stattfindenden Kriech- und 
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Schwindverformungen. In einer Nachlaufrechnung liefern diese die zugehörigen Krümmungen. Die 
anschließende Integration wird für beide Feldbereiche einzeln, jeweils von außen nach innen und mit den 
Randbedingungen an den Auflagerstellen (Durchbiegung = Null) durchgeführt. Zwar ist diese Vorgehens-
weise nicht ganz korrekt und verletzt die Übergangsbedingung am Innenauflager (gleiche Verdrehung 
links und rechts), zur vergleichenden Beurteilung der maximalen Durchbiegungen ist diese Näherungslösung 
aber ausreichend. Eine Verbesserung der Lösung kann z.B. über Variation des Momentenverlaufes erreicht 
werden. Im vorliegenden Beispiel weist die linear-elastische Berechnung etwas zu große Feldmomente 
und ein dementsprechend kleineres Stützmoment aus, was zu größeren Krümmungen in den beiden Feld-
bereichen und damit zu geringfügig größeren Durchbiegungen im Vergleich zur FE-Lösung führt. 
 
 
 
Bild 4.23   Berechnete Verformungen des Zweifeldträgers (a) zum Anfangszustand t0 und (b) zum Endzeitpunkt 
 
 
Die Berechnung der Biegelinie aus der Krümmung wird in diesem Beispiel für den Endzeitpunkt des 
Untersuchungszeitraumes nach t = 10.000 Tagen durchgeführt. Das Ergebnis ist in Bild 4.24 dargestellt.  
Es zeigt eine gute Übereinstimmung mit der auf FE-Basis berechneten Systemverformung des Trägers und 
demonstriert so die Gleichwertigkeit der beiden unabhängig voneinander angewandten Vorgehensweisen. 
Für gerade Stabzüge, wie z.B. Durchlaufträger steht damit eine alternative Berechnungsmethode zur Ver-
fügung, mit der ohne aufwändige Bestimmung der zeitveränderlichen Elementsteifigkeiten des gerissenen 
Stahlbetonquerschnittes für jeden Zeitpunkt dessen Durchbiegungen auf einfache Weise und mit einer für 
die meisten praktischen Anwendungen ausreichenden Genauigkeit ermittelt werden können. Vorausset-
zung ist eine realitätsnahe Approximation des Schnittkraftzustandes, der bei stabweise gleichbleibenden 
Querschnittsaußenabmessungen in guter Näherung und mit wenig Aufwand nach der linearen Stabstatik 
mit konstanten Steifigkeiten (EI, EA) bestimmt werden kann. 
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Bild 4.24   Vergleich der mittels Integration der Krümmungen über die Trägerlänge berechneten Biegelinie 
                  mit den Ergebnissen der DREFES-Berechnung (hier für den Endzeitpunkt t = 10.000 Tage) 
 
Berechnung 
    DREFES 
   Berechnung 
über Krümmung
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4.5.2 Zweigelenkrahmen mit Verstärkung des Rahmenriegels 
 
 
In diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie sich mit einer textilen Verstärkungsschicht die Verteilung    
der Steifigkeiten eines Stahlbetontragwerkes und daraus folgend dessen Schnittkraftzustand gezielt beein-
flussen läßt. Ausgangspunkt ist der in Bild 4.25 dargestellte Zweigelenkrahmen mit einer typischen 
vertikalen und horizontalen Belastung. Die FE-Einteilung für Riegel und Stützen erfolgt auf Grundlage 
der entsprechend den Biegebeanspruchungen ermittelten Bewehrungsmengen. 
 
Der Rahmen soll nach einem ersten Lebenszyklus von 4000 Tagen (ca. 11 Jahre) für die Aufnahme einer 
20 % höheren Belastung verstärkt werden. Aus technologischen Gründen kommt dafür nur der Rahmen-
riegel in Betracht, Verstärkungsmaßnahmen im Bereich der Ecken sind nicht möglich. Die daraus 
folgende Vorgehensweise sieht daher vor, auf der Biegezugzonenseite des Rahmenriegels eine hoch 
dehnsteife Carbonfaserbewehrung aufzubringen und damit die Biegesteifigkeit des Riegels deutlich zu 
erhöhen, während die Stützen unverändert bleiben. Demzufolge ist eine Umlagerung der maximalen 
Biegemomente von den Ecken in Richtung Feldmitte hin zu erwarten. 
 
 
 
 
Bild 4.25   Zweigelenkrahmen mit textiler Verstärkungsschicht an der Unterseite des Rahmenriegels ; 
                  Darstellung System, Belastung, FE-Einteilung sowie Last-Zeit-Diagramm 
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Die Bilder 4.26 a) bis c) zeigen die Schnittkraftverläufe des Rahmens zum Ausgangszeitpunkt t0 nach 
abgeschlossenem Prozeß der Lastaufbringung. Die Momentenverteilung mit einem vergleichsweise 
großen Feldmoment im Rahmenriegel und  kleineren Eckmomenten zeigt deutlich den Einfluß des biege-
steiferen Riegels gegenüber den Stützen (siehe gewählte Querschnittsabmessungen). 
 
 
 
Bild 4.26   Verlauf der Zustandslinien für (a) Normalkräfte, (b) Querkräfte und (c) Biegemomente des Zwei- 
                  gelenkrahmens zum Ausgangszeitpunkt t0 nach abgeschlossenem Prozeß der Lastaufbringung 
 
 
Im Laufe der Zeit kommt es infolge der Auswirkungen des Kriechens und Schwindens und der damit 
verbundenen inneren Umlagerungen im Dehnungs- und Spannungsbild des Querschnittes zu einer 
Abnahme der Biege- und Dehnsteifigkeiten. Da im vorliegenden Fall durch die unterschiedlichen Quer-
schnitte für Riegel und Stützen die Steifigkeitsverteilung des Systems nicht näherungsweise konstant ist, 
weisen die einzelnen Bereiche eine unterschiedlich starke Abnahme der Steifigkeiten in Relation zum 
Ausgangszustand auf. Die unmittelbare Folge sind Schnittkraftumlagerungen. Der stärker dimensionierte 
und damit steifere Rahmenriegel ist dabei auch einer stärkeren Steifigkeitsabnahme unterworfen als die 
Stützen. Daraus resultiert eine allmähliche Abnahme des maximalen Feldmomentes, welches sich in 
Richtung der Stützen, d.h. zu den Rahmenecken hin umlagert, siehe auch Tabelle 4.1.  Diese Umlagerungen 
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liegen in der Größenordnung von ca. 5 % und betreffen gleichermaßen die Normal- und Querkräfte. Die 
beiden letzteren sind jedoch für das Tragverhalten des Rahmens von untergeordneter Bedeutung und 
werden im folgenden nicht weiter betrachtet. 
 
Für die durchzuführende Verstärkungsmaßnahme wird das Belastungsniveau des Rahmens (q und H) um 
50 % abgesenkt. In diesem Zustand erfolgt die Betonage der Verstärkungsschicht mit der eingelegten 
Carbonfaserbewehrung auf der Unterseite des Rahmenriegels. Durch die vorherige Entlastung und die 
Verwendung einer textilen Bewehrung mit sehr hohem E-Modul ist es möglich, bei anschließender 
Steigerung der Belastung schon unter vergleichsweise geringen Dehnungen einen hohen Anteil der 
Biegezugkräfte im Feldbereich des Rahmenriegels in die Verstärkungsschicht einzuleiten. Dies führt 
einerseits dazu, daß die Spannungen in der darüber liegenden Stahlbewehrung im verträglichen Bereich 
gehalten werden und andererseits, daß die Verstärkungsschicht, insbesondere die textile Bewehrungslage 
(Feinbeton teilweise gerissen) einen großen Beitrag zur Biegesteifigkeit des Gesamtquerschnittes des 
Riegels leistet. Damit verlagert sich die Steifigkeitsverteilung des Rahmens in Richtung Riegel und die 
Biegemomente werden in dessen Feldbereich „hingezogen“. 
 
Die im einzelnen berechneten Biegemomente und weitere ausgewählte Ergebnisse sind in der unten-
stehenden Tabelle 4.1 zusammengestellt. Wie die Zahlenwerte zeigen, bleiben die Eckmomente des 
Rahmens unmittelbar vor und nach der Verstärkung nahezu unverändert, das maximale Feldmoment 
hingegen nimmt um etwa ein Drittel zu. Da dieses höhere Biegemoment jedoch von einem jetzt deutlich 
steiferen Verbundquerschnitt aufgenommen wird, erfährt der ursprüngliche Stahlbeton-Basisquerschnitt 
keine höheren Beanspruchungen hinsichtlich Dehnung und Spannung als zuvor (Stahlspannung sogar 
etwas niedriger), und die zusätzliche Belastung wird vollständig über die textilbewehrte Verstärkungs-
schicht abgetragen. Auch die maximalen Verformungen unmittelbar vor und nach der Verstärkung liegen 
unter der 1,2-fachen Belastung nur unwesentlich höher als zuvor. 
 
 
Beanspruchung Anfangszeit- punkt t0 
unmittelbar vor 
der Verstärkung 
unmittelbar nach 
der Verstärkung Endzustand 
 Umlagerung der maximalen Biegemomente : 
 Feldmoment 389 kNm 374 kNm 496 kNm 493 kNm 
 Eckmoment links 221 kNm 236 kNm 236 kNm 239 kNm 
 Eckmoment rechts 281 kNm 296 kNm 308 kNm 311 kNm 
 Zunahme der maximalen Spannungen in der Stahlbewehrung : 
 Rahmenriegel 200 N/mm² 222 N/mm² 191 N/mm² 192 N/mm² 
 Stütze links 165 N/mm² 205 N/mm² 205 N/mm² 210 N/mm² 
 Stütze rechts 241 N/mm² 277 N/mm² 287 N/mm² 293 N/mm² 
 Maximale Dehnungen und Spannungen in der Verstärkungsschicht (in Feldmitte) : 
 εVS 0,56 ‰ 0,57 ‰ 
 σFeinbeton  3,6 N/mm²  3,1 N/mm² 
 σFaser 
. / . 
179 N/mm² 182 N/mm² 
 Verformung / Durchbiegung des Rahmens : 
 horizontal 12 mm 16 mm 18 mm 19 mm 
 vertikal 59 mm 88 mm 89 mm 92 mm 
 
Tabelle 4.1   Ausgewählte Ergebnisse des Zweigelenkrahmens im unverstärkten und verstärkten Zustand 
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Die Situation des Momentenverlaufes ist im Bild 4.27 für die Belastungszustände unmittelbar vor und 
nach der Verstärkung noch einmal gegenübergestellt, die Momentenverlagerung ist gut zu erkennen. 
Durch die eingelegte Carbonfaserbewehrung in der Verstärkungsschicht des Rahmenriegels wird dessen 
gesamte Biegesteifigkeit EI um etwa ein Drittel gesteigert, dies entspricht nahezu exakt dem Zuwachs des 
maximalen Feldmomentes. Die veränderten Relationen zwischen Feld- und Eckmomenten werden auch 
über das in den Abbildungen eingezeichnete Stichmaß von ql²/8 deutlich. 
 
Am Tragverhalten des Rahmens nach der Verstärkung stellen sich nur noch geringe Umlagerungen ein. 
Diese ergeben sich aus dem Restkriech- und Restschwindvermögen des Betons des Basisquerschnittes und 
in sehr geringem Umfang auch aus dem des Feinbetons der Verstärkungsschicht. Dieser liefert wegen der 
geringen Dehnungen (teils ungerissen, teils gerissen mit Resttragvermögen infolge Tension Stiffening) 
einen anteiligen Beitrag zur Steifigkeit des Querschnittes, der im Zeitverlauf abnimmt. Die tendenziellen 
Veränderungen sind die gleichen wie vor der Verstärkung, nämlich eine Verlagerung der Biegemomente 
vom Feldbereich zu den Ecken hin, einhergehend mit entsprechendem Anstieg der Stahlspannungen in 
den betreffenden Bereichen. Wie die Zahlenwerte in Tabelle 4.1 zeigen, sind diese Umlagerungen jedoch 
nur sehr geringfügig und für die Tragsicherheit des Rahmens praktisch nicht von Belang. 
 
 
 
 
 
a) 
 
vor der Verstärkung : 
 
q = 20 kN/m ,  H = 10 kN 
 
EIRiegel = 9,1 x 1013 Nmm² 
  
 
 
 
b) 
 
nach der Verstärkung : 
 
q = 24 kN/m ,  H = 12 kN 
 
EIRiegel = 1,2 x 1014 Nmm² 
 
Bild 4.27   Gegenüberstellung der Momentenverteilung und der Biegesteifigkeiten des Rahmenriegels 
                  (a) vor und (b) nach der Verstärkung 
 
 
Die Berechnung zeigt deutlich, welche Möglichkeiten nachträgliche Verstärkungsmaßnahmen bieten, um 
das Tragverhalten von bestehenden Stahlbetonbauwerken gezielt zu beeinflussen. Es lassen sich höhere 
Belastungen in zuvor definierte Bereiche des Systems einleiten, ohne dadurch andere Bereiche, in denen 
eine Verstärkung nicht möglich ist, zu beeinträchtigen. Voraussetzung hierfür sind textile Bewehrungen 
mit hoher Dehnsteifigkeit, wie bspw. Carbon, die bereits unter geringen Dehnungen hohe Spannungen 
aufbauen und in den betreffenden Tragwerksabschnitten die Elementsteifigkeiten des damit entstandenen 
Verbundquerschnittes stark erhöhen. Außerdem wird durch eine vor der Verstärkung durchzuführende 
Absenkung der Belastung noch wesentlich die Effizienz einer solchen Maßnahme gesteigert. 
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4.5.3 Schrägstielrahmenbrücke mit Verstärkung des Fahrbahnträgers 
 
 
Gegenstand dieses Beispiels ist eine Schrägstielrahmenbrücke, wie sie in dieser Form zur Überquerung 
von tief im Einschnitt gelegenen Verkehrswegen häufig angewandt wird. Die geometrischen Verhältnisse 
der Konstruktion sind der in Bild 4.28 dargestellten Autobahnbrücke nachempfunden. Zur Vereinfachung 
der Berechnung wird im folgenden jedoch mit Rechteckquerschnitten gearbeitet, deren Dimensionen so 
gewählt wurden, daß sie in etwa einem äquivalenten Plattenbalkenquerschnitt entsprechen, welcher der 
halben Brückenbreite zuzuordnen ist. Dementsprechend wurde auch die anzusetzende Belastung gewählt. 
In Bild 4.29 ist das der Berechnung zugrunde liegende System dargestellt. Der Fahrbahnträger wird in 
insgesamt 70 Elemente von Δl = 0,8 m unterteilt, wobei zwischen den Randfeldern, dem Innenfeld und 
den Stützbereichen zu unterscheiden ist. Die beiden Stützen werden in je 15 Elemente mit Δl = 1,0 m 
eingeteilt. Das detaillierte FE-Modell ist im Anhang D dargestellt. 
 
Bei dem ständig der Witterung sowie Tausalzeinwirkungen ausgesetzten Brückenbauwerk schädigt im 
Laufe der Zeit die Korrosion die eingelegten Stahlbewehrungen, speziell in den Bereichen der gerissenen 
Biegezugzonen des Fahrbahnträgers. Die maßgeblichen Folgen sind eine Schwächung der effektiven 
Bewehrungsflächen, daraus resultierender Spannungsanstieg und letztendlich allmählich abnehmende 
Sicherheitsreserven. Um dies zu kompensieren, soll die Brücke nach einem Zeitraum von ca. 16 Jahren       
(tv = 6.000 Tage) in den betreffenden Bereichen mit einer Textilbetonschicht mit AR-Glasfasern verstärkt 
werden. Damit werden zum einen die vorhandenen Bewehrungsmengen erhöht, zum anderen dient diese 
Verstärkungsschicht auch als künftiger Schutz gegen weiter fortschreitende Korrosion. 
 
In Tabelle 4.2 ist ersichtlich, welche maximalen Beanspruchungen für die Stahlbewehrung in den einzel-
nen Bereichen auftreten. Interessant ist dabei auch die Betrachtung des Innenfeldes der Brücke. Liegt die 
maximale Stahlspannung zum Anfangszeitpunkt t0 hier noch relativ niedrig, so führen die Wirkungen des 
Kriechens und Schwindens in Kombination mit einer durch Korrosion geschwächten Bewehrungsfläche 
zu inneren Umlagerungen, die nach einem Betrachtungszeitraum von 16 Jahren (vor der Verstärkung) zu 
einem Spannungsanstieg auf etwa das 1,4-fache führen. Das Sanierungskonzept sieht daher entsprechende 
Verstärkungen in allen drei Feldbereichen sowie über den beiden Stützen vor. Da im letzeren Falle die 
Zugzonen auf der Brückenoberseite liegen, ist es erforderlich, den kompletten Fahrbahnbelag und die auf-
betonierten Randbereiche (Gehwege) zu entfernen, um den tragenden Stahlbetonquerschnitt freizulegen. 
 
 
 
 
Bild 4.28  Praxisbeispiel für eine Schrägstielrahmenbrücke ; hier in Überquerung der Bundesautobahn 
                 A4 bei Dresden 
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Bild 4.29   Schrägstielrahmenbrücke ; Darstellung System und Belastung 
 
 
Die Entfernung aller nichttragenden Bestandteile der Brücke führt zu einer Verringerung der Belastung. 
Im vorliegenden Beispiel wird hierfür eine Lastabsenkung um 30 % angenommen. Nach der Verstärkung 
und dem Wiederaufbau von Fahrbahnbelag usw. liegt die Belastung dementsprechend etwas höher, es 
wird mit einem Zuschlag von 10 % gerechnet, siehe Bild 4.30. 
 
Die Wirkung der Korrosion wird dadurch erfaßt, daß die in Rechnung gestellten Querschnittsflächen der 
Stahlbewehrung allmählich reduziert werden. Dabei wird unterstellt, daß erste Korrosionsschäden nach 
etwa 5 Jahren eintreten, im folgenden Zeitverlauf linear zunehmen und bis zur Verstärkungsmaßnahme 
nach 16 Jahren ein Ausmaß von 10 % an zerstörter Bewehrungsmenge erreichen, siehe Bild 4.31.  
 
 
 
 
Bild 4.30   Belastungsniveau der Brücke im Last-Zeit-Diagramm 
 
 
 
 
Bild 4.31   Verringerung der in Rechnung gestellten Bewehrungsmengen infolge Korrosion 
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Die Ergebnisse der Berechnung liefern die sich verändernden Schnittkraftlinien, die in Bild 4.32 exempla-
risch für den Anfangszeitpunkt t0 dargestellt sind, die zeitlich anwachsenden Verformungen der Brücke 
und alle relevanten Größen, die das Spannungs-Dehnungs-Verhalten eines jeden einzelnen Elementes zu 
jedem Zeitpunkt angeben. Wie die Zahlenwerte in Tabelle 4.2 zeigen, finden Schnittkraftumlagerungen 
zwischen Feld- und Stützmomenten nur in sehr geringem Maße statt (≤ ca. 3 %). Damit sind für die im 
Querschnittsinneren stattfindenden Umlagerungen fast ausschließlich die Langzeitwirkungen aus Kriechen 
und Schwinden und in diesem Beispiel zusätzlich die Wirkung der Korrosion verantwortlich. 
 
An den der Korrosion ausgesetzten Bewehrungslagen des Fahrbahnträgers ist im Laufe der Zeit ein 
deutliches Anwachsen der Stahlspannungen in der Größenordnung von 17 % (Stützbereiche) bis zu 37 % 
(Innenfeld) zu verzeichnen. Das ist wesentlich mehr, als in den vorherigen Rechenbeispielen mit konstant 
angesetzter Bewehrungsfläche. Dort lagen die maximalen Spannungszuwächse bei vergleichsweise 
moderaten 10...15 %. Bei detaillierter Betrachtung wird außerdem deutlich, daß die Auswirkungen des 
Kriechens und Schwindens und die Folgen der Korrosion nicht unabhängig voneinander betrachtet und 
anschließend im Sinne einer Superposition überlagert werden können, sondern daß die gleichzeitige 
Wirkung beider Effekte zu überproportional stärkeren Umlagerungen im Querschnittsinneren führt. 
 
 
 
 
Bild 4.32   Verlauf der Zustandslinien für (a) Normalkräfte, (b) Querkräfte und (c) Biegemomente der 
                  Rahmenbrücke zum Ausgangszeitpunkt t0 nach abgeschlossenem Prozeß der Lastaufbringung 
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Das ist wie folgt zu begründen. In beiden Fällen, d.h. sowohl durch die Langzeitwirkungen des Kriechens 
und Schwindens als auch durch die Korrosion kommt es zu einer Abnahme der Elementsteifigkeiten, 
insbesondere der Biegesteifigkeit und als unmittelbare Folge zu anwachsenden Dehnungen. Bei konstant 
bleibenden Querschnittswerten führt dies zu einer Abnahme der maximalen Betondruckspannungen mit 
gleichzeitiger Ausbreitung der Druckzone nach unten (also in Richtung Zugzone) hin, einhergehend mit 
einer Verringerung des Bereiches, in welchem dem gerissenen Beton noch anteilige Zugspannungen 
infolge Tension Stiffening zugerechnet werden können und gleichsam einhergehend mit anwachsenden 
Stahlspannungen. Dieser Prozeß klingt im Laufe der Zeit allmählich ab und nähert sich einem Endwert 
an. Kommt es nun korrosionsbedingt zu einer Abnahme der Stahlquerschnittsfläche, dann führt dies bei 
unveränderten Beanspruchungen (insbes. Biegung) zu den folgenden Effekten. 
 
Zunächst werden die Spannungen und Dehnungen in der Bewehrungslage anwachsen, um sich der erfor-
derlichen Stahlzugkraft wieder anzunähern. Da dies allein nicht ausreicht, kommt es gleichzeitig zu einer 
im oberen Bereich etwas stärkeren Ausformung der Betondruckzone, verbunden mit zunehmenden 
Betondruckspannungen, womit sich die Wirkungslinie der resultierenden Betondruckkraft in Richtung der 
Querschnittsoberseite (Druckzonenseite) hin verlagert und den Hebelarm der inneren Kräfte vergrößert. 
Diese zunehmenden Betondruckspannungen wirken dem gleichzeitig stattfindenden Spannungsabbau 
infolge Kriechen entgegen und übersteigen diesen, wenn, wie im vorliegenden Beispiel, die in Rechnung 
gestellte Wirkung der Korrosion erst ab einem Zeitpunkt (hier ab 2000 Tagen) einsetzt, zu welchem kaum 
noch Kriechen und Schwinden stattfindet. In Bild 4.33 ist dies beispielhaft für das am stärksten bean-
spruchte Element des Randfeldes dargestellt. Mit den jetzt wieder anwachsenden Druckspannungen des 
Betons wird wiederum der Einfluß des Kriechens verstärkt, da höheren kriecherzeugenden Spannungen 
auch höhere Dehnungszuwächse folgen (elastische Nachwirkung). Diese betreffen sowohl die Druck- als 
auch die Zugzone des Querschnitts und verstärken somit abermals den Spannungsanstieg in der Stahl-
bewehrung. Die Umlagerungen aus Kriechen und Schwinden und die Auswirkungen der Korrosion sind 
daher immer im Zusammenhang zu sehen, da sie sich gegenseitig beeinflussen. 
 
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
20
18
16
14
12
10
Zeit  [Tage]
m
ax
. B
et
on
sp
an
nu
ng
  [
N
/m
m
²]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
1.6
1.4
1.2
1
0.8
0.6
Zeit  [Tage]
m
ax
. B
et
on
de
hn
un
g 
 [‰
]
 
Bild 4.33   Zunahme der (a) maximalen Spannungen in der Betondruckzone als Folge der Auswirkungen einer 
                  korrosionsbedingt abnehmenden Stahlquerschnittsfläche und (b) daraus folgend überproportional 
                  starkes Anwachsen der maximalen Dehnungen an der Querschnittsoberseite (Druckzone) 
 
 
Nach einem Zeitraum von ca. 16 Jahren sind in diesem Beispiel die Spannungen in der Stahlbewehrung 
unter den ständig einwirkenden Dauerlasten auf ca. 250...270 N/mm² angewachsen, was einem Sicher-
heitsfaktor von γ ≈ 1,8...2,0 gegenüber der Fließgrenze entspricht. Bei zusätzlicher Einwirkung entspre-
chender Verkehrslasten werden dann sehr schnell Stahlspannungen erreicht, in denen die geforderten 
Sicherheiten nicht mehr gewährleistet sind und eine Sanierung erforderlich wird. Wie die Ergebnisse in 
Tabelle 4.2 dokumentieren, gelingt es durch Aufbringen von textilbewehrten Verstärkungsschichten in 
den Biegezugzonen des Fahrbahnträgers, die Spannungen in den Bewehrungsstählen um 10 % (Innenfeld) 
bis zu über 20 % (Stützbereich) zu reduzieren, und dies bei 10 % höherer Belastung. 
 
Spannungsanstieg 
infolge Korrosion 
    verstärkter 
Dehnungsanstieg 
infolge Korrosion
a) b)
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Deren zeitliche Entwicklung ist in Bild 4.34 exemplarisch am Beispiel des am stärksten beanspruchten 
Elementes des Randfeldes dargestellt, die Spannungen in der AR-Glasfaserbewehrung sind ebenfalls 
mit eingetragen. Nach der Verstärkung wird mit konstant bleibenden Bewehrungsmengen weiterge-
rechnet (Verstärkungsschicht wirkt gleichzeitig als Korrosionsschutz). Die Wirkungen des Kriechens und 
Schwindens setzen sich noch in geringfügigem Maße fort, nennenswerte Veränderungen im Trag- und 
Verformungsverhalten der Brücke finden jedoch nicht mehr statt. 
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Bild 4.34   Zeitliche Entwicklung der Spannungen in der Stahl- und Faserbewehrung 
 
 
Beanspruchung Anfangszeit- punkt t0 
unmittelbar vor 
der Verstärkung 
unmittelbar nach 
der Verstärkung Endzustand 
 Maximale Biegemomente des Fahrbahnträgers : 
 Feldmoment außen 264 kNm 255 kNm 289 kNm 285 kNm 
 Feldmoment innen 381 kNm 368 kNm 430 kNm 424 kNm 
 Stützmoment 1347 kNm 1360 kNm 1471 kNm 1478 kNm 
 Maximale Spannungen in der Stahlbewehrung : 
 Randfeld 206 N/mm² 257 N/mm² 225 N/mm² 229 N/mm² 
 Innenfeld 182 N/mm² 249 N/mm² 228 N/mm² 232 N/mm² 
 Stützbereich 232 N/mm² 271 N/mm² 219 N/mm² 226 N/mm² 
 Spannungen in der textilen Faserlage der Verstärkungsschicht : 
 Randfeld 21 N/mm² 28 N/mm² 
 Innenfeld 26 N/mm² 33 N/mm² 
 Stützbereich 
. / . 
17 N/mm² 27 N/mm² 
 Durchbiegung des Fahrbahnträgers : 
 Randfeld 38 mm 62 mm 64 mm 65 mm 
 Innenfeld 69 mm 117 mm 123 mm 125 mm 
 
Tabelle 4.2   Ausgewählte Ergebnisse für den Fahrbahnträger der Brücke vor und nach der Verstärkung 
 
Spannungsanstieg durch Korrosion 
σ Stahl 
Verstärkung 
σ Faser 
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Anhand dieses Rechenbeispiels wurde deutlich, welches Potential textilbewehrte Verstärkungsschichten 
auch zur Sanierung von Stahlbetontragwerken bieten, bei denen durch Korrosion die Stahlbewehrung 
angegriffen und teilweise zerstört ist. Es wurde aufgezeigt, daß die korrosionsbedingten Umlagerungen 
im Querschnittsinneren und die zeitabhängigen Umlagerungen durch Kriechen und Schwinden im 
Zusammenhang zu betrachten sind, sich gegenseitig beeinflussen und in ihren Auswirkungen nicht nur 
überlagern, sondern auch noch verstärken können. 
 
Einen wesentlichen Einfluß auf die Größenordnung der in die Faserbewehrung eingeleiteten Spannung 
und somit auf die mögliche Entlastung der Stahlbewehrung hat auch hier wiederum die Absenkung des 
Belastungsniveaus vor der Verstärkungsmaßnahme. Ist dies nur in geringem Umfang möglich (die hier 
angenommenen 30 % wird man i.d.R. eher selten erreichen), so lassen sich entweder durch entsprechend 
höhere Mengen an Fasergehalt oder durch Verwendung dehnsteiferer textiler Bewehrungen (z.B. Carbon) 
die gewünschten Ergebnisse erreichen. Ebenso können in gewissem Umfang auch Schnittkraftumla-
gerungen bspw. zwischen Feld- und Stützmomenten bewirkt werden, indem gezielt einzelne Bereiche des 
Brückentragwerks verstärkt und so die Steifigkeiten an diesen Stellen abschnittsweise erhöht werden    
(vgl. Rahmenbeispiel in Kapitel 4.5.2). Auf diese Weise lassen sich gefährdete Bereiche entlasten, an 
denen Verstärkungen nicht oder nur mit hohem Aufwand möglich sind. 
 
Auch auf das Verformungsverhalten der Konstruktion wirken sich die zusätzlichen Textilbetonschichten 
günstig aus. Die maximalen Durchbiegungen nach der Verstärkung liegen unter 10 % höherer Last nur 
um ca. 4...5 % höher als zuvor, dies ist unmittelbar der erhöhten Biegesteifigkeit des verstärkten Quer-
schnittes zu verdanken. Die Systemverformungen der Brücke zum Anfangszustand t0 und zum Ende des 
Betrachtungszeitraumes nach 27 Jahren sind in Bild 4.35 abschließend dargestellt. Die maximalen Durch-
biegungen in den Feldbereichen sind auf etwa das 1,7...1,8-fache angewachsen. 
 
 
 
 
Bild 4.35   Berechnete Verformungen der Rahmenbrücke (a) zum Anfangszustand t0 (unverstärkt) 
                  und (b) zum Endzeitpunkt nach 27 Jahren (mit Verstärkung) 
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5 Zusammenfassung und Ausblick 
 
 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde aufgezeigt, welchen Einfluß die Auswirkungen des Kriechens 
und Schwindens des Betons auf das Langzeitverhalten von Stahlbeton- und Textilbetonbauteilen haben 
und welchen zeitlichen Veränderungen dadurch das Dehnungs-Spannungsverhalten, das Verformungs-
verhalten und letztendlich auch das Sicherheitsniveau des gesamten Tragwerks unterliegt. Zu diesem 
Zweck wurde der Schwerpunkt in den Untersuchungen gezielt auf die zeitveränderlichen Materialeigen-
schaften des Betons gelegt, während die Eigenschaften der im übrigen beteiligten Komponenten des 
Bewehrungsstahls und der textilen Fasern vereinfacht als linear-elastisch und zeitkonstant angenommen 
wurden und zwischen allen Komponenten ein vollständiger Verbund vorausgesetzt wurde. Mit diesen 
Vereinfachungen konnten maßgebliche Erkenntnisse und Zusammenhänge herausgearbeitet werden, die 
abschließend noch einmal zusammenfassend dargestellt werden sollen. 
 
 
 
 
5.1 Ergebnisse der vorliegenden Arbeit 
 
 
Im Laufe der historischen Entwicklung des Stahlbetons haben sich zahlreiche Untersuchungen und For-
schungsarbeiten mit der Thematik des zeitabhängigen Materialverhaltens des Betons beschäftigt mit dem 
Ziel, zum einen die werkstoffwissenschaftlichen Zusammenhänge des Kriechens und Schwindens auf 
mikrostruktureller Ebene zu beschreiben und zum anderen Berechnungsansätze zu entwickeln, mit denen 
dieses Materialverhalten bei der Planung und Bemessung von Tragwerken realitätsnah berücksichtigt 
werden kann. Insbesondere auch bei der Entwicklung und sukzessiven Einführung neuer Materialien, wie 
dem Textilbeton sind die Aspekte des Langzeitverhaltens von großer Bedeutung, um bereits im Planungs-
stadium fundierte Prognosen zum künftigen Tragverhalten eines Bauwerks abgeben zu können. 
 
Die Zielstellung der vorliegenden Arbeit bestand deshalb darin, ein baumechanisches Modell zu 
entwickeln, welches die Berechnung von Verbundsystemen aus den Komponenten Beton, Stahl und 
textiler Bewehrung ermöglicht. Dabei ist jeder Bestandteil mit seinen jeweiligen Materialeigenschaften in 
Ansatz zu bringen, und bei Bauteilen mit einer nachträglich aufgebrachten Textilbetonschicht ist die 
Belastungsgeschichte des Basisquerschnittes entsprechend zu berücksichtigen, die bis zur Verstärkungs-
maßnahme auf diesen eingewirkt hat. 
 
In einem ersten Schritt wurden folglich die Stoffgesetze der Einzelkomponenten formuliert, wobei das 
Hauptaugenmerk hier auf dem Beton liegt. Das Ziel dabei war es, eine allgemeingültige σ-ε-t-Beziehung 
aufzustellen, die zu jedem Zeitpunkt unter einer bekannten bzw. vorgegebenen Dehnung die zugehörige 
Spannung liefert oder bei bekannter Spannung die zugehörige Dehnung. Dies wurde über einen rheologi-
schen Summationsansatz erreicht, der in entsprechender Kombination die mechanischen Grundelemente 
der HOOKEschen Feder und des NEWTONschen Dämpfers miteinander verknüpft und zusätzlich den 
spannungsunabhängigen Anteil des Schwindens mit berücksichtigt. Der Ansatz ist erweiterungsfähig und 
läßt jederzeit den Einbau weiterer Feder-Dämpfer-Einheiten zu, um damit die angestrebte Genauigkeit der 
Berechnung gezielt beeinflussen zu können. Die Auswertung zu einem beliebigen Zeitpunkt t erfordert 
die Kenntnis der bis dato erfolgten Belastungsgeschichte, die in Form der anteiligen Dehnungs- und 
Spannungsraten auf jedem einzelnen Element des Materialmodells bereitzuhalten ist. 
 
Im zweiten Schritt wurden die Stoffgesetze der Einzelkomponenten unter Anwendung der mechanischen 
Grundprinzipien von Gleichgewicht und Verträglichkeit miteinander in Beziehung gesetzt, so daß sie gemäß 
der BERNOULLIschen Hypothese des eben bleibenden Querschnitts dessen vollständigen Dehnungs- und 
Spannungszustand über die Querschnittshöhe abbilden. Im Ergebnis entsteht ein Gleichungssystem auf 
Grundlage der an der betreffenden Stelle vorliegenden Schnittgrößen Normalkraft und Biegemoment, 
welches auf numerischem Wege ausgewertet wurde. 
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Nach der numerischen Lösung des Gleichungssystems können damit die Dehnungen an der jeweiligen 
Querschnittsstelle, der Verlauf des Spannungsbildes des Betons sowohl im Basisquerschnitt als auch in 
der zugzonenseitig aufbetonierten Feinbetonschicht sowie die Spannungen in der Stahl- und Faserbe-
wehrung zu jedem Zeitpunkt angegeben werden. Mit dem gewählten Berechnungsmodell können so die 
im Zeitverlauf stattfindenden Veränderungen und Umlagerungen verfolgt, in ihrer Größenordnung erfaßt 
und beurteilt werden. Die dabei maßgeblich gewonnenen Erkenntnisse bezüglich des zeitabhängigen 
Tragverhaltens von Stahlbetonbauteilen mit Textilbetonschicht (vgl. Kapitel 3.5.1) sollen abschließend 
noch einmal zusammengefaßt werden. 
 
►  Wechselwirkungen zwischen Dehnungen und Spannungen am Querschnitt 
 
Erwartungsgemäß kommt es infolge des Kriechens und Schwindens zu einer Zunahme der Dehnungen 
und einer Abnahme der Spannungen des Betons, wobei diese Veränderungen über die Querschnittshöhe 
entsprechend der anteiligen Lastabtragung des Betons unterschiedlich stark ausgeprägt sind. So kommt es 
auf der Druckzonenseite zu einem Anwachsen der Dehnungen um bis zum zwei- bis dreifachen bei 
gleichzeitiger Abnahme der Spannungen in der Größenordnung um bis zu einem Drittel gegenüber dem 
Ausgangszustand, während auf der Zugzonenseite nur Dehnungszuwächse bis zu etwa einem Viertel zu 
verzeichnen sind. Bei linearer Dehnungsverteilung über die Querschnittshöhe resultiert daraus ein 
Absinken der Nullinienlage in Richtung Zugzone hin, wobei zwischen den Nullinien für Dehnung und 
Spannung zu unterscheiden ist. Diese driften zum einen infolge der vorhandenen Kriechgeschwindig-
keiten und zum anderen infolge des spannungsunabhängigen Schwindens geringfügig auseinander. 
 
Ein wesentlicher Effekt dieser Umlagerungen ist die Ausbreitung der Betondruckzone nach unten hin 
(d.h. in Richtung Zugzone). Somit wird ein Teil der gerissenen Zugzone, in dem anfangs noch dem 
Tension Stiffening-Effekt zurechenbare anteilige Zugspannungen übertragen werden, im Zeitverlauf 
allmählich überdrückt. Dadurch verlagert sich der Schwerpunkt der Druckzone, und der innere Hebelarm 
für die anteilige Betondruckkraft wird kleiner. Gleichzeitig verringern sich auch am unteren Rand der 
Zugzone infolge zunehmender Dehnungen die anteiligen Zugspannungen infolge Tension Stiffening, und 
die gesamte anteilige Betonzugkraft wird deutlich kleiner. 
 
►  Auswirkungen auf das Tragverhalten der Bewehrung 
 
Die Zunahme der Dehnungen auch im Zugzonenbereich des Querschnitts sowie die deutliche Abnahme 
der vom Beton anteilig übertragenen Zugspannungen führt nach den mechanischen Grundprinzipien von 
Gleichgewicht und Verträglichkeit folglich zu einem Spannungsanstieg in der Stahlbewehrung. Dieser 
kann bei reinen Stahlbetonquerschnitten Größenordnungen von 10...20 % erreichen. Ist eine zusätzliche 
Textilbetonschicht vorhanden, kann von der Faserbewehrung ein Teil des Spannungszuwachses aufge-
nommen und die Stahlbewehrung dadurch in gewissem Maße entlastet werden. 
 
►  Zunahme der Systemverformungen 
 
Die im Zeitverlauf anwachsenden Dehnungen sind gleichbedeutend mit einer Zunahme der Krümmung 
des Querschnitts (wobei letztere infolge der gleichzeitig absinkenden Nullinienlage jedoch etwas geringer 
ausfällt als die maximalen Dehnungszuwächse) und einer abnehmenden Steifigkeit. Die unmittelbare 
Folge sind zunehmende Verformungen des gesamten Tragwerks. Bei den hier betrachteten biegebean-
spruchten Systemen können die maximalen Durchbiegungen Größenordnungen des zwei- bis dreifachen 
gegenüber dem Ausgangszustand erreichen. 
 
►  Abnahme der vorhandenen Sicherheitsreserven 
 
Stahlbetontragwerke werden in der Regel so bemessen, daß unter den auftretenden maximalen Gebrauchs-
lasten die Spannungen in der Bewehrung um einen bestimmten Sicherheitsabstand unter der Fließgrenze des 
Stahls bleiben (entspr. z.B. γ = 1,75). Dabei wird die anteilige Mitwirkung des Betons auf Zug nicht mit 
angesetzt, ebenso bleiben die Auswirkungen des Kriechen und Schwinden meist unberücksichtigt. Durch 
die aus dem zeitveränderlichen Materialverhalten resultierenden Umlagerungen kommt es im Zeitverlauf 
zu zunehmenden Spannungen in der Bewehrung, und die Sicherheitsreserven werden allmählich kleiner. 
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5.2 Bedeutung für die Praxis 
 
 
Mit den in Kapitel 5.1 zusammengefaßten Ergebnissen können bereits im Planungsstadium Analysen zum 
künftigen Tragverhalten von Stahl- und Textilbetontragwerken durchgeführt werden. 
 
Bei einigen praxisrelevanten Anwendungen lassen sich die zu berechnenden Tragwerke durch geeignete 
Modellbildung auf einfache und statisch bestimmte Systeme abstrahieren (Einfeldträger, Kragarm, usw.). 
In all diesen Fällen können die am Querschnitt hergeleiteten Zusammenhänge direkt angewandt und an 
den Stellen der maximalen Beanspruchung mit Kenntnis der anliegenden Schnittgrößen der Dehnungs- 
und Spannungszustand der im Verbund liegenden Komponenten berechnet werden. Über die Krümmung 
lassen sich auch die Verformungen statisch bestimmter Systeme mit einfachen Mitteln bestimmen. 
 
Auch für komplexere zusammenhängende Tragwerke, insbesondere statisch unbestimmte Systeme kann 
nach der hier vorgestellten Methode das Verhalten unter Langzeitbeanspruchung prognostiziert werden. 
Als Voraussetzung dafür ist das am Querschnitt entwickelte Berechnungsverfahren zunächst in ein biege-
beanspruchtes Balkenelement zu überführen und dieses anschließend in eine Finite-Elemente-Berechnung 
zu implementieren. Die prinzipielle Vorgehensweise hierfür wurde im Rahmen dieser Arbeit am Beispiel 
ebener Stabtragwerke und unter Verwendung des am Institut für Mechanik und Flächentragwerke der     
TU Dresden entwickelten FE-Systemes „DREFES“ aufgezeigt. An ausgewählten Beispielen, die typische 
Anwendungsszenarien sowohl für „klassische“ Stahlbetontragwerke als auch für solche mit einer zusätzlichen 
Verstärkungsschicht aus Textilbeton darstellen, wurden die Funktionsweise, die der Berechnung zugrunde 
liegenden Annahmen und Eingangsparamater sowie wesentliche Ergebnisse mit den resultierenden 
Schlußfolgerungen für das Tragverhalten der Bauwerke vorgestellt. 
 
Die wichtigsten Anwendungsgebiete, bei denen das zeitabhängige Materialverhalten im Rahmen der 
Berechnung und Bemessung eine wesentliche Rolle spielt, sind hier nochmals zusammengefaßt. 
 
►  Beurteilung des Ist-Zustandes bestehender Tragwerke 
 
Bei vielen Bauwerken kann sich im Laufe ihrer Lebensdauer die Frage stellen, inwiefern die Bestands-
konstruktion noch den aktuellen Anforderungen hinsichtlich der Tragsicherheit genügt und wie das 
zukünftige Tragverhalten einzuschätzen ist. Die Ursachen hierfür können erhöhte Belastungen infolge 
Nutzungsänderungen (Hochbau), erhöhtes Schwerlastverkehrsaufkommen (Brücken) oder nutzungs- und 
witterungsbedingter Verschleiß, wie beispielsweise Stahlkorrosion, sein. In diesen Fällen besteht die 
Notwendigkeit, den aktuellen Ist-Zustand des Bauwerks zu analysieren und zu bewerten. 
 
Hierzu bedarf es eines Prognosemodells, welches das Tragverhalten des Bauwerks ab dem Zeitpunkt 
seiner Erstellung und unter Berücksichtigung der Belastungsgeschichte über den gesamten bisherigen 
Lebenszyklus abbildet und mit den Ergebnissen zum aktuellen Zeitpunkt endet. Damit läßt sich in allen 
relevanten Bereichen der Konstruktion das Dehnungs- und Spannungsverhalten abbilden und beurteilen, 
stattfindende Schnittkraftumlagerungen können verfolgt werden, und es können Aussagen, insbesondere 
zum gegenwärtigen Schädigungsgrad des Betons (Rißbildung) und zu den noch vorhandenen Sicherheits-
reserven der Bewehrung, formuliert werden. Damit bilden diese Ergebnisse eine Entscheidungsgrundlage 
für mögliche Sanierungsmaßnahmen oder den unvermeidlichen Abriß. 
 
►  Realitätsnahe Berechnung der Verformungen 
 
Die Verformungen von Tragwerken spielen eine wichtige Rolle zur Beurteilung von deren Gebrauchs-
tauglichkeit. Dies gilt insbesondere dann, wenn es während der Nutzungsphase von Bauwerken zu einer 
allmählichen Zunahme der Verformungen kommt. Natürlich läßt sich auch über die Kriechzahl ein im 
Sinne einer Rechenhilfsgröße zu verstehender „abgeminderter E-Modul“ des Betons ermitteln, mit dessen 
Hilfe die Endverformungen nach abgeschlossenem Kriechprozeß näherungsweise bestimmt werden 
können. Für genauere Berechnungen ist diese Vorgehensweise jedoch weniger geeignet. Auch der 
zeitliche Verlauf der Verformungsentwicklung kann nur durch eine sukszessive Berechnung über den 
gesamten Lebenszyklus des Tragwerks verfolgt werden. 
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►  Bedarfsgerechte Dimensionierung textiler Bewehrungen bei Verstärkungsmaßnahmen 
 
Werden Stahlbetonbauwerke zu einem späteren Zeitpunkt mit einer zusätzlichen Schicht aus Textilbeton 
verstärkt, so ist in der Regel davon auszugehen, daß die Verstärkung im mehr oder weniger belasteten 
Zustand erfolgt. Das Tragwerk bringt also eine Vorverformung und eine Vorbelastung mit, und die 
aufgebrachte textile Verstärkungsschicht wird erst durch weitere Belastungssteigerung oder auch in 
geringem Maße durch den noch nicht vollständig abgeschlossenen Prozeß des Kriechens und Schwindens 
zur Lastabtragung aktiviert. In Abhängigkeit von den Materialeigenschaften, insbesondere der Dehnstei-
figkeit der textilen Bewehrungslage, nimmt diese einen entsprechenden Anteil der Biegezugkräfte auf und 
kann dadurch gezielt zu einer Entlastung der Stahlbewehrung eingesetzt werden. Nach einer überschläg-
lichen Vordimensionierung lassen sich über den aufgezeigten Ansatz mit allen im Verbund liegenden 
Komponenten und unter Berücksichtigung der „Vorgeschichte“ des Tragwerks die anteiligen Biegezug-
kräfte in Stahl- und Faserbewehrung bestimmen. Durch Variation von Art und Menge der einzulegenden 
Textilbewehrung kann die Tragwirkung bedarfsgerecht optimiert werden. 
 
~ ~ ~ 
 
Mit dem entwickelten Berechnungsmodell kann das Langzeitverhalten vielfältigster Arten von biegebe-
anspruchten Stabtragwerken aus Stahl- und Textilbeton simuliert werden. Neben den ebenen Tragwerken 
ist auch eine Erweiterung auf räumliche Strukturen möglich. 
 
 
 
 
5.3 Ausblick zu künftigem Forschungsbedarf 
 
 
Das in dieser Arbeit vorgestellte Modell und die daraus entwickelten Algorithmen bieten die Möglichkeit, 
das Langzeitverhalten von Stahl- und Textilbetonbauteilen unter Gebrauchslastzuständen zu simulieren. 
Grundlage für die mechanische Modellbildung und die aufgestellten Berechnungsansätze sind zahlreiche 
Annahmen und Vereinfachungen, die das komplexe Materialverhalten des Verbundsystems aus Beton, 
Stahl- und textiler Bewehrung soweit abstrahieren, daß mit den Stoffgesetzen der Einzelkomponenten 
eine auf die zeitlichen Veränderungen und Umlagerungen im Querschnitt fokussierte Lösung entsteht. 
Durch die getroffenen Annahmen kann das tatsächliche Materialverhalten natürlich nicht in allen Berei-
chen umfassend beschrieben werden, außerdem können die Berechnungsalgorithmen bei abweichenden 
Randbedingungen an ihre Einsatzgrenzen stoßen. Deshalb soll abschließend darauf eingegangen werden, 
welche Erweiterungs- und Verbesserungsmöglichkeiten hier bestehen, wie an diese herangegangen 
werden kann und welche weiteren Einsatzbereiche sich damit eröffnen. 
 
►  Berücksichtigung weiterer Eingangsparameter 
 
Das entwickelte Berechnungsmodell in seiner gegenwärtigen Form sieht ausschließlich den Beton und 
dessen zeitabhängiges Materialverhalten als alleinigen „Verursacher“ aller im Zeitverlauf stattfindenden 
Veränderungen, während die Eigenschaften von Stahl- und Faserbewehrung als zeitlich konstant ange-
nommen wurden. Wie jedoch in Kapitel 2.2.3.2 aufgezeigt wurde, können auch die textilen Fasern (vor 
allem AR-Glasfasern) ein zeitlich veränderliches Dehnungs-Spannungs-Verhalten aufweisen, was sich 
analog dem des Betons über ein Feder-Dämpfer-Modell beschreiben läßt. Wenngleich die Größenord-
nung des Faserkriechens auch deutlich kleiner ist als die des Betons, so folgen aus einer abnehmenden 
Dehnsteifigkeit der textilen Bewehrung geringere anteilige Biegezugkräfte in dieser zu Lasten größerer 
Zugkräfte in der Stahlbewehrung und entsprechenden Umlagerungen im Spannungs-Dehnungs-Verhalten 
des Betons über dessen gesamte Querschnittshöhe. Die Erfassung dieser Einflüsse kann durch Ersatz des 
linear-elastischen durch ein viskoelastisches Stoffgesetz für die Faserbewehrung berücksichtigt werden. 
Ansatz und Vorgehensweise nach Kapitel 3.1 bleiben unverändert. Der numerische Aufwand zur Lösung 
wird natürlich etwas größer, da dann auch für alle Elemente des Faser-Modells deren zeitveränderliche 
Dehnungs- und Spannungsraten in jedem Zeitinkrement mit bereitgehalten werden müssen. 
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Eine weitere vereinfachende Annahme wurde für das Materialverhalten des Betons im Bereich der geris-
senen Zugzone getroffen. Die Berücksichtigung einer anteiligen Tragwirkung zwischen den Rissen nach 
Überschreiten der Betonzugfestigkeit wird über eine abfallende Spannungs-Dehnungs-Kennlinie (hier als 
quadratische Parabel angenommen) erfaßt und bildet so den Effekt des Tension Stiffening ab. Dadurch 
entsteht eine „verschmierte Zugzone“, die Berücksichtigung von Einzelrissen ist auf diese Weise nicht 
möglich. Im Laufe des Lebenszyklus eines Bauwerks können jedoch kurzzeitige Belastungszustände 
auftreten, die über dem hier angenommenen Gebrauchslastniveau liegen und in diesem Moment zu einer 
höheren Beanspruchung führen. Die Folgen sind fortschreitende Rißbildung und somit ein irreversibler 
höherer Schädigungsgrad, der Auswirkungen auf das künftige Tragverhalten haben kann. Um dies zu 
berücksichtigen, ist eine Modellbildung erforderlich, welche die mit inkrementeller Laststeigerung auf-
tretenden Einzelrisse erfaßt und deren fortschreitende Ausbreitung verfolgen kann. 
 
Weiterhin sind die Verbundeigenschaften von Beton, Stahl- und Faserbewehrung zu betrachten. Die hier 
zugrunde gelegte Annahme eines vollständig starren und auch im Zeitverlauf konstant bleibenden 
Verbunds zwischen allen Komponenten sollte in künftigen Forschungsarbeiten durch flexible Modelle 
ersetzt werden, die im Sinne der Kontaktmechanik belastungsabhängige Effekte wie Schlupf und 
Delamination zwischen einzelnen Schichten berücksichtigen können. Dies betrifft vor allem den Verbund 
zwischen textiler Bewehrung und Feinbeton, was gegenwärtig noch ein umfangreiches Gebiet der Grund-
lagenforschung ist. Bereits für Stahlbetontragwerke mit einer vergleichsweise „dünnen“ textilen Verstär-
kungsschicht und unter den üblichen Gebrauchslasten sollte dieser Einfluß nicht unterschätzt werden. 
Unabdingbar ist die angemessene Berücksichtigung des Verbundverhaltens zwischen Fasern und umge-
benden Beton dann für reine Textilbetontragwerke, da diese noch ungleich höhere Beanspruchungen in 
der textilen Bewehrung aufweisen. 
 
Einen weiteren entscheidenden Einfluß haben die der Berechnung zugrunde liegenden Kenngrößen. In 
der vorliegenden Arbeit wurden alle Rechenwerte für die Material- und Systemeigenschaften sowie die 
einwirkenden Beanspruchungen als feste deterministische Größen angenommen. Tatsächlich aber sind all 
diese Werte mehr oder weniger unscharf und unterliegen gewissen Streuungen. Zur Erfassung dieser 
Unschärfe ist es erforderlich, alle relevanten Größen über einen Streubereich abzubilden, der z.B. durch 
Fuzzy-Funktionen beschrieben werden kann. Wird dies im Berechnungsmodell berücksichtigt, so liefert 
die Berechnung im Ergebnis dann ein Lösungsspektrum mit einer oberen und unteren Grenzlinie, inner-
halb dessen das tatsächliche Tragwerksverhalten liegen wird. Mit den Möglichkeiten für die Abbildung 
von Unschärfen bei zeitabhängigen Parametern beschäftigen sich z.B. die Arbeiten von [NGUYEN, 2003] 
und [BARTZSCH, 2006], wobei letztgenannter neben dem zeitabhängigen Betonverhalten auch auf die 
Modellierung von unscharfen Tragwerksmodifikationen bei abschnittsweise hergestellten Stahl-Verbund-
brücken eingeht. Die dort beschriebene Vorgehensweise ist auf die hier vorliegende Problematik von 
Stahlbetonquerschnitten mit nachträglich aufgebrachten Verstärkungsschichten übertragbar. 
 
►  Entwicklungspotential des Berechnungsmodells 
 
Eine maßgebliche Herausforderung, um den entwickelten Berechnungsalgorithmus numerisch umsetzen 
zu können, besteht in der Handhabung der Datenhaltung. Durch die zeitlich inkrementelle Vorgehens-
weise ist es erforderlich, den gesamten Dehnungs- und Spannungszustand aller Querschnittskomponenten 
für den jeweils vorausgegangenen Berechnungszeitpunkt zu quantifizieren und in geeigneter Form eines 
Datensatzes abzuspeichern. Um den Verlauf des Spannungsbildes und der anteiligen Dehnungsbilder des 
Betons über dessen Querschnittshöhe möglichst genau abbilden zu können, werden diese bereichsweise 
über Spline-Funktionen approximiert. Dabei sind zunächst die Bereichsgrenzen zwischen Druckzone, 
ungerissener und gerissener Zugzone zu ermitteln, und es wird unterstellt, daß diese drei Bereiche über 
den gesamten Betrachtungszeitraum in ihrer qualitativen Form erhalten bleiben. Kommt es jedoch infolge 
von Schnittkraftumlagerungen zu einer Umkehr der Beanspruchungen, d.h. zu einem Wechsel zwischen 
Druck- und Zugzonenseite, so können diese Fälle mit der gewählten Vorgehensweise nicht mehr erfaßt 
werden, da dann die Spannungen und die zeitabhängigen Dehnungsanteile ggf. mehrfach über die 
Querschnittshöhe ihr Vorzeichen wechseln können. Diese Problematik tritt vor allem unter geringen 
Beanspruchungsniveaus auf und betrifft insbesondere Bereiche um die sich verlagernden Momenten-
nullpunkte bei statisch unbestimmten Tragwerken. 
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Abhilfe kann hier geschaffen werden, indem die betreffenden Spannungs- und Dehnungsbilder mit einer 
festen Spline-Einteilung über die Querschnitthöhe ohne vorherige Identifikation der Bereichsgrenzen und 
somit unabhängig von ihrem Vorzeichen abgebildet werden. Um damit eine ähnlich hohe Genauigkeit 
wie bei der hier verwendeten Verfahrensweise mit insgesamt 10 Spline-Intervallen zu erreichen, ist dann 
aber eine wesentlich feinere Einteilung erforderlich, um die Unstetigkeitsstellen an den Übergängen 
Druck - Zug und Zug - Tension Stiffening (Knick) innerhalb eines Splines hinreichend genau erfassen zu 
können. Der numerische Aufwand steigt damit deutlich an. 
 
Bezüglich der rechentechnischen Umsetzung ist zu erwähnen, daß viele numerische Problemstellungen, 
wie z.B. die Auswertung von Integralen und die Lösung nichtlinearer Gleichungen und Gleichungs-
systeme mit vergleichsweise einfachen Programmier-Algorithmen realisiert wurden, die allein über die 
Feinheit der Unterteilung bzw. über Abbruchschranken bei der angepeilten Rechengenauigkeit gesteuert 
werden. Durch Implementation von innovativeren Programmbibliotheken und Gleichungslösern läßt sich 
hier noch eine Steigerung der numerischen Effizienz erreichen. 
 
Bei einer Erweiterung des Berechnungsmodells auf die umseitig genannten und bisher nicht berück-
sichtigten oder als konstant angenommenen Eingangsparameter wird neben der numerischen Abarbeitung 
auch die Struktur der Datenhaltung dementsprechend anzupassen sein. Der gegenwärtige Aufbau wurde 
daher so gewählt, daß alle beteiligten Materialkomponenten in eigenen Bereichen zusammengefaßt sind 
und somit beliebige Erweiterungsmöglichkeiten vorhanden sind. 
 
►  Weiterführende Anwendungsbereiche 
 
In einem ersten Anwendungsszenario wurde gezeigt, wie das am ebenen, auf Biegung und Normalkraft 
beanspruchten Querschnitt hergeleitete Berechnungsmodell in ein ebenes Balkenelement mit 6 Freiheits-
graden überführt und in ein Finite-Elemente-Programm zur Berechnung von ebenen Stabtragwerken 
implementiert werden kann. Nach dem gleichen Prinzip lassen sich ebenso Beanspruchungen infolge 
zweiaxialer Biegung am Querschnitt verarbeiten. Werden dann noch die Beanspruchungen aus Torsion in 
geeigneter Weise mit berücksichtigt, so kann daraus ein räumliches Balkenelement mit dementsprechend 
12 Freiheitsgraden entwickelt werden. 
 
Der nächste Schritt besteht in der Erweiterung von stabförmigen auf flächenhafte Strukturen, wie Platten- 
und Schalentragwerke. Gegenwärtig werden mit dem entwickelten Berechnungsmodell ausschließlich die 
Beanspruchungen in Längstragrichtung erfaßt und über die geltenden σ-ε-t-Beziehungen deren Folgen 
auf die zeitliche Entwicklung der (Biegenormal-)Spannungen und der zugehörigen (Längs-)Dehnungen 
ausgewertet. Für die Erweiterung auf zweidimensionale Tragwerke ist der Berechnungsansatz auf beide 
Haupttragrichtungen anzuwenden und um die Anteile der Querdehnung zu ergänzen. Anschließend kann 
das so modifizierte Materialmodell in klassische Platten- und Schalentheorien eingebunden und daraus im 
Kontext mit weiteren für das Tragvehalten relevanten Aspekten (Schichtenaufbau, Kontaktprobleme 
usw.) ein geeignetes Platten- oder Schalenelement entwickelt werden. Die damit möglichen Anwendungs-
bereiche umfassen dann sowohl reine Stahl- oder Textilbeton-Flächentragwerke als auch bestehende 
Konstruktionen mit einer auf der Oberfläche der Zugzonenseite aufgebrachten Verstärkungsschicht. 
 
Schließlich läßt sich der zeitabhängige Berechnungsansatz auch auf die Beanspruchungen in allen drei 
Hauptspannungsrichtungen erweitern und damit die Grundlage für den Einsatz in weiteren finiten 
Elementen (z.B. Volumenelemente) legen. Mit immer komplexer werdenden Tragwerken, dem Ziel, die 
Realität immer besser abbilden zu wollen und unter Nutzung der ständig leistungsfähiger werdenden 
Rechentechnik könnten derartige Aufgabenstellungen in Zukunft deutlich an Bedeutung gewinnen. 
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Anhang A 
 
Zur Herleitung der Stoffgesetze des Betons 
 
 
Auf den folgenden Seiten sollen die in Kapitel 2.1.6 vorgestellten inkrementellen Stoffgesetze des Betons 
für die einzelnen Abschnitte der Druckzone, der ungerissenen Zugzone und des Tension  Stiffening-
Bereiches hergeleitet werden. Ausgehend von den Einzelstoffgesetzen für diese drei Bereiche unter 
Kurzzeitbelastung gemäß den Ansätzen aus Kapitel 2.1.1, den Ansätzen für die Kriechverformungen nach 
Kapitel 2.1.2 sowie unter Einbeziehung der Schwindverformung nach Kapitel 2.1.3 besteht das Ziel in der 
Angabe einer jeweils inkrementellen Beziehung, die nach der zu bestimmenden, im Beton vorhandenen 
Spannung aufzulösen ist. Dabei ist für alle Bestimmungsgrößen außerdem die Abhängigkeit von der 
Höhenlage z im Querschnitt mit zu berücksichtigen. 
 
 
 
 
A.1 Zusammenstellung der Einzelstoffgesetze 
 
 
Zunächst sind die bereichsweise geltenden Stoffgesetze des Betons unter Kurzzeitbelastung aufzuschreiben 
und gemäß dem Ansatz des Materialmodells (vgl. Bild 2.11) nach ε aufzulösen. Für die beiden quadrati-
schen Gleichungen ergibt sich das Vorzeichen der Wurzel aus der Einordnung der infrage kommenden 
Lösungsmenge (für Druck Dehnungen 0 ≤ | εel | ≤ | εc1 | bzw. für Tension Stiffening εct1 ≤ εel ≤ εct2 ). 
 
 
Druck : σd p1 εel
2
⋅ p2 εel⋅+=  
 
⇔ εel
p2−
2 p1⋅
p2
2
4 p1
2⋅
1
p1
σd⋅++= ,
 
 
(A.1)
 
Zug : σz cel εel⋅=  ⇔ εel
1
cel
σz⋅= ,
 
(A.2)
Tension 
Stiffening : 
 
σ ts q1 εel
2
⋅ q2 εel⋅+ q3+=
 
⇔ εel
q2−
2 q1⋅
q2
2
4 q1
2⋅
q3
q1
−
1
q1
σ ts⋅+−= .
 
 
(A.3)
 
Desweiteren werden die Ansätze zur Berücksichtigung der Fließverformungen und verzögert elastischen 
Verformungen benötigt, wie sie in Kapitel 2.1.2.3 bereits aufgelöst nach ε(t) angegeben wurden. 
 
 
Fließverformung : 
 
εdσ &⋅=  
 
⇔ εfl.i t( )
i τ t0=
t
τ
1
dF.i τ( )
σ τ( )⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d∑=
 
 
(A.4)
 
 
verzögert elastische 
Verformung : 
 
εdεcσ &⋅+⋅=  
 
⇔ εv.el.j t( )
j
1
dj
e
cj−
dj
t⋅
⋅
τ t0=
t
τe
cj
dj
τ⋅
σ τ( )⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅∑= (A.5)
 
Weiterhin ist der Anteil der Schwindverformung zu berücksichtigen : 
 
 
  εcs t( ) εcd t( ) εca t( )+=  ⇒      wird im folgenden mit  εschw(t) bezeichnet. 
 
(A.6)
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Um mit den angegebenen Gleichungen arbeiten zu können, sind die folgenden Materialkennwerte des 
Betons bereitzustellen. 
 
cel  Sekanten-E-Modul des Betons unter Kurzzeitbelastung 
 
p1, p2  Parabelparameter zur Beschreibung des σ-ε-Verhaltens für Druck bzw. Tension Stiffening, 
q1, q2, q3 zu bestimmen aus den Festigkeitskennwerten der jeweiligen Spannungs-Dehnungs-Diagramme 
 
aF.i, bF.i Parameter für die Dämpfer der Fließverformungsanteile mit zeitlicher Alterungsfunktion 
 
cj, dj  Feder-Dämpfer-Parameter für die Anteile der verzögert elastischen Verformung 
 
sowie alle notwendigen Bestimmungsgrößen zur Ermittlung der Schwindverformungen (Bauteilabmes-
sungen, Umweltbedingungen, usw.) gemäß [EUROCODE 2]. 
 
 
 
 
A.2 Zusammenbau zum Gesamt-Stoffgesetz 
 
 
Ausgehend von den Überlegungen in Kapitel 2.1.6 sind die o.a. Gleichungen für die einzelnen Dehnungs-
anteile des Betons aufzusummieren. Mit Blick auf die spätere Anwendung der Stoffgesetze für die 
durchzuführenden Berechnungen an biegebeanspruchten Betonquerschnitten wird die Abhängigkeit von 
der Höhenlage z im Querschnitt mit berücksichtigt. Dies betrifft die Spannung im Beton und alle 
Dehnungsanteile außer der Schwinddehnung. Letztere ist sowohl für den Basisquerschnitt als auch für 
eine ggf. vorhandene Textilbetonschicht jeweils über deren Höhe als konstant anzunehmen (entsprechend 
den jeweiligen Betonrezepturen) und zu den übrigen Dehnungen hinzuzuzählen. 
 
Damit lautet der vollständige Ansatz für die sich am Beton einstellende Gesamtdehnung : 
 
 
εges z t,( ) ε z t,( )= εel z t,( )
i
εfl.i z t,( )∑+
j
εv.el.j z t,( )∑+ εschw t( )+= .
 
 
(A.7)
 
In diesen sind alle einzelnen Teildehnungen mit ihren zugehörigen Teil-Stoffgesetzen einzusetzen. Für 
die numerisch inkrementelle Lösung wird ein Zeitinkrement Δt von einem bekannten Ausgangszustand tx 
bis zum gesuchten Endzustand tx+1 betrachtet. Gemäß der in Kapitel 2.1.6 beschriebenen Vorgehensweise 
ergeben sich die bereichsweise inkrementellen Stoffgesetze für den Beton (Gleichungen 2.20 bis 2.22). 
Diese lauten vollständig ausgeschrieben mit Berücksichtigung der Abhängigkeit von z : 
 
 εd z tx 1+,( )
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p2
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1
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Die Gleichungen (A.8) bis (A.10) enthalten als einzige unbekannte Größe die gesuchte Betonspannung 
σ(z,tx+1) als Funktion über die Querschnittshöhe. Nach dieser sind die Gleichungen aufzulösen. Die auf 
der linken Seite stehende Gesamtdehnung ε(z,tx+1), ebenfalls eine Funktion über die Querschnittshöhe, ist 
bekannt bzw. wird vorgegeben. Die auf der rechten Seite stehende Summe der einzelnen Teildehnungen 
ist ebenfalls in Abhängigkeit von der Querschnittshöhenlage z anzugeben : 
 
 
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑ G tx( ) σ z tx,( )⋅
i
Ifl.i z t0, tx,( )∑+
j
e
cj−
dj
tx 1+⋅
Iv.el.j z t0, tx,( )⋅∑+ εschw tx 1+( )+= .
 
 
Zur rechnerischen Auswertung ist die Bereitstellung der folgenden Bestimmungsgrößen erforderlich, die 
quasi den bekannten Ausgangszustand zum Zeitpunkt tx beschreiben, sowie einige weitere bekannte bzw. 
konstante Größen für den Zeitpunkt tx+1. 
 
G(tx) ,  K(tx+1) Hilfsgrößen, welche die aktuelle Belegung der Dämpferparameter für die 
   Zeitpunkte tx bzw. tx+1 beinhalten, siehe Gleichungen (2.17) und (2.18) 
 
σ(z,tx)  bekanntes Spannungsbild zum Zeitpunkt tx, welches als Funktion über die 
   Querschnittshöhe z darzustellen ist 
 
Ifl.i(z,t0,tx)  alle Dehnungsanteile der irreversiblen Fließverformungen gemäß der im 
   Materialmodell eingebauten „Fließdämpfer“ vom Zeitpunkt der Lastauf- 
   bringung t0 bis zum Zeitpunkt tx 
 
Iv.el.j(z,t0,tx)  alle Dehnungsanteile der verzögert elastischen Verformung gemäß der im 
   Materialmodell eingebauten Feder-Dämpfer-Einheiten vom Zeitpunkt der 
   Lastaufbringung t0 bis zum Zeitpunkt tx 
 
εschw(tx+1)  Schwinddehnung zum aktuellen Berechnungszeitpunkt tx+1 
 
Während die Hilfsgrößen G(tx), K(tx+1) und die Schwinddehnung εschw(tx+1) für beliebige Zeitpunkte direkt 
berechnet werden können, sind das Spannungsbild σ(z,tx) und alle Dehnungsanteile I(z,t0,tx) nur auf 
numerisch inkrementellem Wege zugänglich, d.h. diese Größen können zu jedem Berechnungszeitpunkt 
nur mit Kenntnis des vorausgegangenen Zustandes bestimmt werden. Das für den aktuellen Zeitpunkt tx+1 
neu zu ermittelnde Spannungsbild stellt also den Ausgangspunkt für das darauffolgende Zeitinkrement 
dar, die einzelnen Dehnungsanteile sind in einer Nachlaufrechnung für alle anteiligen Elemente im 
Materialmodell zu bestimmen und zur bereits vorhandenen Dehnung zu addieren. 
 
Jeder einzelne Dehnungsanteil für die irreversiblen Fließverformungen wird bestimmt zu : 
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und jedes Integral für die Dehnungsanteile der verzögert elastischen Verformungen zu : 
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Die Bezeichnungen „Ifl(z,t0,tx)“ bzw. „Iv.el(z,t0,tx)“ wurden gewählt, um damit das aufsummierte Integral 
der Spannungsgeschichten für den Zeitraum von t0 bis tx zu charakterisieren. 
 
A.2  Zusammenbau zum Gesamt-Stoffgesetz 
 
(A.11)
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A.3 Umformung der Stoffgesetze 
 
 
Im nächsten Schritt sind die bereichsweise und inkrementell formulierten Bestimmungsgleichungen der 
Dehnungen (Gleichungen A.8 bis A.10) in geeigneter Weise nach σ(z,tx+1) aufzulösen. 
 
Im Zugbereich kann die Lösung durch einfaches Umstellen sofort angegeben werden, da Gleichung (A.9) 
linear ist. Man erhält : 
 
σz z tx 1+,( )
εz z tx 1+,( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑−
1
cel
K tx 1+( )+
= .
 
(A.14)
 
Die beiden Gleichungen (A.8) und (A.10) für die Bereiche Druck und Tension Stiffening sind aufgrund 
des parabelförmigen Ansatzes für das Materialverhalten im Kurzzeitbereich gemäß des zugrundegelegten 
nichtlinearen σ-ε-Diagramms wesentlich aufwendiger zu lösen, was an der unter der Wurzel stehenden 
gesuchten Spannung σ(z,tx+1) bereits zu erkennen ist. Die Lösungsstrategie besteht darin, die Ausgangs-
gleichungen zunächst in eine quadratische Gleichung zu überführen, so daß sich hierfür die mathematisch 
geschlossenenen Lösungen angeben lassen. Anschließend ist anhand ingenieurmäßiger Überlegungen zu 
prüfen, welche der beiden (mathematischen) Lösungen für die vorliegende Problemstellung relevant ist. 
Die zur Lösung führenden Schritte sind nachfolgend beschrieben. 
 
Als erstes werden aus Gründen der Überschaubarkeit alle bekannten Gleichungsanteile soweit wie mög-
lich zusammengefaßt und die auf der rechten Seite stehende Spannung σ(z,tx+1) von der Konstanten 
K(tx+1) befreit. Man erhält für den Druckbereich : 
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bzw. 
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sowie für den Bereich Tension Stiffening : 
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σ ts z tx 1+,( )⋅+⋅ σ ts z tx 1+,( )+ Cts z tx, tx 1+,( )+=
 
 
(A.16 a)
bzw. 
εts z tx 1+,( )
K tx 1+( )
σ ts z tx 1+,( )− Cts z tx, tx 1+,( )−
1−
K tx 1+( )
q2
2
4 q1
2⋅
q3
q1
−
1
q1
σ ts z tx 1+,( )⋅+⋅=
 
 
 mit Cts z tx, tx 1+,( )
1
K tx 1+( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑
q2
2 q1⋅
−
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅= .
 
(A.16 b)
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Nachdem die „Wurzel“ alleingestellt wurde, wird sie durch Quadrieren beseitigt. Nach anschließendem 
Ausmultiplizieren, Zusammenfassen und Ordnen erhält man für den Druckbereich : 
 
σd z tx 1+,( )2 2 Cd z tx, tx 1+,( )⋅ 2
εd z tx 1+,( )
K tx 1+( )
⋅−
1
p1 K tx 1+( )2⋅
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
σd z tx 1+,( )⋅+ ....+
....
εd z tx 1+,( )2
K tx 1+( )2
Cd z tx, tx 1+,( )2+ 2
εd z tx 1+,( )
K tx 1+( )
Cd z tx, tx 1+,( )⋅
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅−
p2
2
4 p1
2⋅ K tx 1+( )2⋅
−
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
+ 0= ,
 
(A.17)
 
bzw. für den Bereich des Tension Stiffening : 
 
σ ts z tx 1+,( )2 2 Cts z tx, tx 1+,( )⋅ 2
εts z tx 1+,( )
K tx 1+( )
⋅−
1
q1 K tx 1+( )2⋅
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
σ ts z tx 1+,( )⋅+ ....+
....
εts z tx 1+,( )2
K tx 1+( )2
Cts z tx, tx 1+,( )2+ 2
εts z tx 1+,( )
K tx 1+( )
⋅ Cts z tx, tx 1+,( )⋅−
q2
2 4 q1⋅ q3⋅−
4 q1
2⋅ K tx 1+( )2⋅
−
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
+ 0= .
 
(A.18)
 
Faßt man alle bekannten Anteile zusammen, führt dies in beiden Fällen (daher wurde im folgenden auf 
die Indizes „d“ bzw. „ts“ verzichtet) auf eine quadratische Gleichung der Form : 
 
σ z tx 1+,( )2 P z tx, tx 1+,( ) σ z tx 1+,( )⋅+ Q z tx, tx 1+,( )+ 0= , 
 
(A.19)
 
und es können direkt die beiden Lösungen angeben werden : 
 
σ
1( ) z tx 1+,( )
P z tx, tx 1+,( )−
2
P z tx, tx 1+,( )2
4
Q z tx, tx 1+,( )−−= ,
 
(A.20 a)
 
σ
2( ) z tx 1+,( )
P z tx, tx 1+,( )−
2
P z tx, tx 1+,( )2
4
Q z tx, tx 1+,( )−+= .
 
(A.20 b)
 
Die beiden Gleichungen (A.20 a und b) repräsentieren die komplette analytische Lösungsmenge. Anhand 
ingenieurmäßiger Überlegungen ist festzustellen, welche der beiden Lösungen für den zugrunde liegenden 
Sachverhalt tatsächlich infrage kommt. Für den Druckbereich sind das Dehnungen, die bis zum 2...3-fachen 
der Kurzzeitdehnung erreichen können, d.h. 0 ≤ | εd(z,tx+1) | ≤ ∼3 · | εc1 | und zugehörige Spannungen kleiner / 
gleich der Betondruckfestigkeit, also von 0 ≤ | σd(z,tx+1) | ≤ | fc |. Werte außerhalb dieses Lösungsbereiches 
scheiden aufgrund des physikalischen Hintergrundes (Materialverhalten) aus. Ferner muß das Stoffgesetz 
exakt die parabelförmige Lösung für den Kurzzeitbereich liefern, wenn die Zeitabhängigkeit eliminiert 
wird. Dann sind die zeitabhängigen Dehnungsanteile Σεi,j(z,tx,tx+1) = 0, und die Hilfsgröße K(tx+1), welche 
die Feder- und Dämpferparameter für Fließverformung und verzögert elastische Verformung beinhaltet, 
konvergiert dann mit cj → ∞ und di,j → ∞ (unendlich steif) ebenfalls gegen Null. Die Grenzwertbildung  
zeigt, daß diese Bedingungen nur für Gleichung (A.20 a) zutreffen, Gleichung (A.20 b) hingegen driftet 
in den unendlichen Bereich ab. Für den Druckbereich ist das im umseitigen Bild A.1 verdeutlicht. Im 
Falle des Tension Stiffening wird in analoger Weise verfahren, auch hier führen die entsprechenden 
Überlegungen mit Eingrenzung des infrage kommenden Lösungsbereiches zur Gleichung (A.20 a). 
 
A.3  Umformung der Stoffgesetze 
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Bild A.1   Einordnung der Lösungsmengen σ (1) und σ (2) für verschiedene Zeitpunkte t0 < t1 < t2 im 
                 Spannungs-Dehnungs-Diagramm ; Prinzipskizze für Druckbereich 
                 a) Kurvenverlauf im Ausgangszustand ,  b), c) Kurvenverläufe nach Kriechen und Schwinden 
 
 
Nach Rückeinsetzen der substituierten Größen P, Q, C und einigen mathematischen Umformungen lassen 
sich die gesuchten Stoffgesetze in der gewünschten Form angeben. Man erhält für den Druckbereich : 
 
 
σd z tx 1+,( )
εd z tx 1+,( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑−
K tx 1+( )
1 p2 K tx 1+( )⋅+
2 p1⋅ K tx 1+( )2⋅
+ ....−=
....
εd z tx 1+,( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑−
p1 K tx 1+( )3⋅
1 2 p2⋅ K tx 1+( )⋅+ p22 K tx 1+( )2⋅+
4 p1
2⋅ K tx 1+( )4⋅
+− ,
 
(A.21)
 
bzw. für den Bereich des Tension Stiffening : 
 
 
σ ts z tx 1+,( )
εts z tx 1+,( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑−
K tx 1+( )
1 q2 K tx 1+( )⋅+
2 q1⋅ K tx 1+( )2⋅
+ ....−=
....
εts z tx 1+,( )
i j,( )
ε z tx, tx 1+,( )∑−
q1 K tx 1+( )3⋅
1 2 q2⋅ K tx 1+( )⋅+ q22 4 q1⋅ q3⋅−( ) K tx 1+( )2⋅+
4 q1
2⋅ K tx 1+( )4⋅
+− .
 
(A.22)
 
Mit diesen inkrementellen σ-ε-Beziehungen ist die Grundlage für die weiteren Berechnungen geschaffen. 
Sie unterscheiden das nichtlineare Materialverhalten des Betons für Druck- und Zugbereich mit Berück-
sichtigung des Tension Stiffening-Effektes in der gerissenen Zugzone. Weiterhin sind die Gleichungen 
(A.14) sowie (A.21) und (A.22) gemäß dem Ansatz des Materialmodells so aufgebaut, daß sie den Einbau 
beliebig vieler Komponenten zur Erfassung der Anteile aus Fließverformung und verzögert elastischer 
Verformung gestatten. Die hierfür notwendigen Bestimmungsgrößen werden über die in Kapitel 2.1.6 
eingeführten Hilfsgrößen G(tx), K(tx+1) und R(z,tx,tx+1) erfaßt und sind in den o.a. Gleichungen im Aus-
druck Σ ε(z,tx,tx+1) mit enthalten. Sie sind in ihrer Anzahl theoretisch nur von der zur Verfügung stehenden 
Rechenleistung begrenzt. 
 
In den angegebenen Beziehungen  ist außerdem bereits die Abhängigkeit der Spannungen und Dehnungen 
von der Höhenlage z im Querschnitt mit vorgesehen, da dies für die durchzuführenden Berechnungen an 
biegebeanspruchten Querschnitten erforderlich ist. 
 
 153
 
Anhang B 
 
Bestimmung des Anfangszustandes 
am Querschnitt zum Zeitpunkt t0 
 
 
Im folgenden wird der Berechnungsablauf zur Bestimmung des Dehnungs- und Spannungszustandes am 
Querschnitt zum Anfangszeitpunkt t0 infolge einer Belastung aus Normalkraft und / oder Biegemoment 
dargestellt. Die einzelnen Schritte werden exemplarisch anhand eines Rechteckquerschnittes aufgezeigt, 
für andere Querschnittsformen ist in analoger Weise zu verfahren. In der Regel wird zum Zeitpunkt der 
Erstbelastung t0 ein reiner Stahlbetonquerschnitt ohne textile Verstärkungsschicht vorliegen. Sofern eine 
solche dennoch vorhanden sein sollte, kann der Algorithmus ohne weiteres durch die entsprechenden 
Anteile, d.h. Feinbeton der Verstärkungsschicht sowie Faserbewehrung, erweitert werden. 
 
Der nachfolgende Lösungsalgorithmus gilt für Gebrauchslastzustände, d.h. für Beanspruchungsniveaus 
bei denen die Spannungen im Beton und in der Stahlbewehrung deutlich unter den jeweiligen Bruch-
festigkeiten liegen. In diesen Fällen ist der einwirkenden Belastung eine eindeutige Lösung unter 
Beachtung der Rißbildung des Betons zugeordnet. Bei Konstruktionen, denen ein statisch bestimmtes 
System zugrunde liegt, kann aus den an der jeweiligen Querschnittsstelle vorhandenen Schnittgrößen 
sofort der zugehörige Anfangszustand für Dehnung und Spannung bestimmt werden. Bei statisch 
unbestimmten Systemen führt der Lösungsweg über eine inkrementelle Laststeigerung, wobei für jeden 
Lastschritt der aufgezeigte Algorithmus abzuarbeiten ist. 
 
Im Ergebnis der Berechnung erhält man den in Bild 3.2 dargestellten Dehnungs- und Spannungszustand 
über die Querschnittshöhe. Anschließend werden alle notwendigen Parameter ermittelt, um diesen als 
Ausgangsbasis für die anschließende Kriech- und Schwindberechnung numerisch bereitzuhalten. 
 
 
 
 
B.1 Bereitstellung der erforderlichen Ausgangswerte 
 
 
Es werden die Querschnitts- und Materialkennwerte für den Beton des Basisquerschnittes sowie die 
eingelegte Stahlbewehrung in der Zug- und ggf. in der Druckzone sowie die am Querschnitt vorhandenen 
Schnittgrößen benötigt. Letztere sind bekannt bzw. werden als gegeben vorausgesetzt. 
 
Betonquerschnitt : Breite  b ,  Höhe  h 
    sowie alle zugehörigen Materialparameter für die Kurzzeitstoffgesetze 
    gemäß Kapitel 2.1.1 sowie Anhang A.1 
 
Stahlbewehrung :  ABew,Z ,  hBew,Z  (Zugzone)  sowie  EBew 
    ABew,D ,  hBew,D  (Druckzone) 
 
Die Bewehrungsanteile werden der Übersichtlichkeit halber in den Gleichungen mit ABew und hBew 
zusammengefaßt, sind jedoch für die beiden o.a. Anteile separat zu erfassen. 
 
Schnittgrößen :  N ,  MR 
 
Die Referenzachse „R“, auf die das Biegemoment bezogen wird, wird auf die Oberseite des Querschnittes 
gelegt. Diese soll ebenso auch als Bezugsachse für die Höhenlagen der Bewehrungsanteile dienen. 
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B.2 Formulierung des Lösungsansatzes 
 
 
Es wird von den am Querschnitt geltenden Äquivalenzbedingungen zur Erfüllung des Gleichgewichts-
zustandes für Normalkraft und Biegemoment ausgegangen, wie sie in Kapitel 3.2.1 aufgestellt wurden 
(Gleichungen 3.8 und 3.9). Für den hier betrachteten Rechteckquerschnitt kann die konstante Breite b(z) = b 
vor die Integrale gezogen werden, und mit der Unterteilung der Betonspannungsintegrale in Druck, Zug 
(ungerissen) und Tension Stiffening lassen sich die folgenden Ausgangsgleichungen anschreiben : 
 
 N t0( ) b
z 0=
s0
zσd z( )
⌠
⎮
⌡
d⋅ b
s0
zct1
zσz z( )
⌠
⎮
⌡
d⋅+ b
zct1
zct2
zσ ts z( )
⌠
⎮
⌡
d⋅+ σBew ABew⋅+= ,
 
(B.1)
 
MR t0( ) b
z 0=
s
zz σd z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d⋅ b
s0
zct1
zz σz z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d⋅+ b
zct1
zct2
zz σ ts z( )⋅
⌠
⎮
⌡
d⋅+ σBew ABew⋅ hBew⋅+= .
 
(B.2)
 
Die Integrationsgrenzen entsprechen den Bereichsgrenzen des Spannungsbildes (vgl. Bild 3.2), und für 
das Dehnungsbild werden die bereits eingeführten Bestimmungsgrößen der Betondehnung an der Quer-
schnittsoberseite ε0 sowie Nullinienlage s0 zugrunde gelegt. Damit läßt sich das gesamte Dehnungsbild in 
jeder Höhenlage z durch die folgende Verhältnisgleichung ausdrücken : 
 
ε z( ) ε0 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(B.3)
 
In analogem Vorgehen werden die Bereichsgrenzen für die Betonspannungsintegrale formuliert :  
 
Grenze am Übergang Zug - Tension Stiffening : zct1 s0 1
εct1
ε0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= ,
 
(B.4)
 
Untere Grenze für Tension Stiffening : zct2 s0 1
εct2
ε0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(B.5)
 
Als nächstes sind die Verträglichkeitsbedingungen aufzustellen, d.h. Gleichsetzen der Dehnungen in der 
Bewehrungslage mit den zugehörigen Dehnungen des Betons in der betreffenden Höhenlage unter der 
definierten Voraussetzung des Verbundes zwischen diesen beiden Komponenten : 
 
εBew εB z hBew=( )= ε0 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(B.6)
 
Die o.a. Beziehungen für Gleichgewicht und Verträglichkeit sind über die jeweiligen Stoffgesetze von 
Beton und Stahlbewehrung miteinander zu verknüpfen. Die Kurzzeitstoffgesetze des Betons wurden in 
Kapitel 2.1.1 zusammengestellt, für die Stahlbewehrung in Kapitel 2.3. Eingesetzt in die Ausgangs-
gleichungen (B.1) und (B.2) sowie unter Verwendung der Verhältnisgleichungen (B.3) bis (B.6) ergibt 
sich ein nichtlineares Gleichungssystem für die beiden unbekanten Bestimmungsgrößen ε0 und s0. 
 
Es sei noch angemerkt, daß je nach Beanspruchungsniveau die Integrationsgrenzen zct1 und zct2 ggf. auch 
außerhalb des Querschnitts liegen können, d.h. nicht alle drei o.a. Bereiche vollständig ausgebildet sind 
(Querschnitt vollständig überdrückt, ungerissen oder nur teilweise gerissen). Daher ist immer sicherzu-
stellen, daß die Betonspannungsintegrale maximal auf die Querschnittshöhe h begrenzt werden. 
 
 155
 
►  Zusammenfassung des Ausgangs-Gleichungssystems zum Zeitpunkt t0 
 
 
Bestimmungsgleichung für die am Querschnitt angreifende Normalkraft N(t0) : 
 
 
N t0( ) b
z 0=
s0
zp1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅ ....+= Druck( )
.... b
s0
zct1
zcel ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅+ Zug ungerissen,( )
.... b
zct1
zct2
zq1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ q3+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⌠⎮
⎮
⎮⌡
d⋅+ (Tension Stiffening)
.... EBew ABew⋅ ε0⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ Bewehrung( )
 
(B.7)
 
 
Bestimmungsgleichung für das am Querschnitt angreifende Biegemoment MR(t0) : 
 
MR t0( ) b
z 0=
s0
zz p1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅ ....+= Druck( )
.... b
s0
zct1
zz cel⋅ ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅+ Zug ungerissen,( )
.... b
zct1
zct2
zz q1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ q3+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅
⌠⎮
⎮
⎮⌡
d⋅+ (Tension Stiffening)
.... EBew ABew⋅ hBew⋅ ε0⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ Bewehrung( )
 
(B.8)
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B.3 Bestimmung geeigneter Anfangs-Näherungswerte 
 
 
Das Gleichungssystem (B.7; B.8) ist auf numerischem Wege zu lösen. Also sind zunächst geeignete 
Anfangswerte zu finden, die als Startwerte des Näherungsverfahrens dienen. Hierzu wird in einem ersten 
„groben“ Näherungsschritt ein homogener, linear elastischer und ungerissener Querschnitt unterstellt und 
diesem der Kurzzeit-E-Modul des Betons zugeordnet, der nach Kapitel 2.1.6 in Anlehnung an das dort 
eingeführte Materialmodell mit „cel“ („Kurzzeitfeder“) bezeichnet wird. Der Ansatz der linearen Balken-
biegung führt zu den Spannungen an der Ober- und Unterseite des Querschnittes, wobei die Schnittgrößen 
hier auf dessen geometrische Schwerpunktslage (i.d.R. ≠ Referenzachse) zu beziehen sind : 
 
σoben− σunten=
N
A
M
I
h
2
⋅+=
 
(B.9)
 
  ( A = Querschnittsfläche ,  I = Trägheitsmoment ,  h = Querschnittshöhe ) . 
 
Liegen die errechneten Spannungen auch auf der Zugzonenseite (hier Index „unten“) unterhalb der Beton-
zugfestigkeit, so ist ein hinreichend genauer Näherungszustand für die Betonspannungen gefunden. Unter 
der Annahme eines linear elastischen Spannungs-Dehnungs-Verhaltens erhält man daraus die folgenden 
Startwerte für das Anfangsdehnungsbild des Betonquerschnittes. Mit diesen Näherungswerten beginnt die 
Durchführung des Näherungsverfahrens in Kapitel B.4 : 
 
ε0
σoben
cel
= , s0 h
σoben
σoben σunten−
⋅= .
 
(B.10) ; (B.11)
 
Liegt die nach Gleichung (B.9) errechnete Betonspannung auf der Zugzonenseite über der Betonzug-
festigkeit, so ist ein neuer Ansatz unter Berücksichtigung der Rißbildung des Betons zu wählen. Für eine 
Näherungslösung ist es dabei ausreichend, den Querschnitt in eine ausschließlich dem Beton zugeordnete 
Druckzone und die in der Zugzone liegende Stahlbewehrung zu unterteilen. Die vom Beton noch anteilig 
übertragenen Zugspannungen, sowohl im Bereich unterhalb seiner Zugfestigkeit als auch infolge Tension 
Stiffening, bleiben dabei ebenso unberücksichtigt, wie eine ggf. vorhandene Druckzonenbewehrung. Das 
Materialverhalten des Betons wird wiederum als linear elastisch (cel) in Rechnung gestellt. Mit diesen 
Annahmen reduzieren sich die Ausgangsgleichungen für Normalkraft und Biegemoment zu 
 
 
N t0( ) b
z 0=
s0
zcel ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅ EBew ABew⋅ ε0⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+=
.... K1 ε0⋅ s0⋅ K2 ε0⋅+ K3
ε0
s0
⋅+=
 
(B.12 a)
 
und 
 
 
MR t0( ) b
z 0=
s0
zz cel⋅ ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅ EBew ABew⋅ hBew⋅ ε0⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+=
.... K4 ε0⋅ s0
2⋅ K5 ε0⋅+ K6
ε0
s0
⋅+= ,
 
(B.13 a)
 
wobei die konstanten Koeffizienten Ki die Querschnitts- und Materialkennwerte beinhalten. 
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K1
1
2
b⋅ cel⋅= K2 EBew ABew⋅= K3 EBew− ABew⋅ hBew⋅=
K4
1
6
b⋅ cel⋅= K5 EBew ABew⋅ hBew⋅= K6 EBew− ABew⋅ hBew
2⋅=
 
 
(B.12 b, c, d)
(B.13 b, c, d)
 
Infolge der noch unbekannten Nullinienlage, die gleichzeitig die obere Integrationsgrenze darstellt, ist das 
entstandene Gleichungssystem (B.12, B.13) nichtlinearer Natur (enthält Anteile 2. und 3. Grades von s0) 
und in dieser Form nicht direkt lösbar. Es läßt sich in eine Bestimmungsgleichung für s0 überführen, 
indem beide Gleichungen nach ε0 (jeweils nur linear enthalten) aufgelöst 
 
ε0
N s0⋅
K1 s0
2⋅ K2 s0⋅+ K3+
= bzw. ε0
MR s0⋅
K4 s0
3⋅ K5 s0⋅+ K6+
=
 
(B.14 a, b)
 
und gleichgesetzt werden und ε0 so eliminiert wird. Für die gesuchte Nullinienlage s0 ergibt sich die 
folgende Gleichung dritten Grades, nebst zugehöriger 1. Ableitung : 
 
 F s0( ) N K4⋅ s03⋅ MR K1⋅ s02⋅− N K5⋅ MR K2⋅−( ) s0⋅+ N K6⋅+ MR K3⋅−= 0= , 
(B.15)
 
 
s0
F s0( )d
d
3 N⋅ K4⋅ s0
2⋅ 2 MR⋅ K1⋅ s0⋅− N K5⋅ MR K2⋅−( )+= .
 
(B.16)
 
Da die Auflösung von Gleichung (B.15) auf geschlossenem analytischem Wege nur mit hohem Aufwand 
möglich ist (z.B. mittels CARDANischer Formeln), empfiehlt sich eine numerische Vorgehensweise. Es 
wird das NEWTONsche Näherungsverfahren angewendet. Hierfür benötigt man zunächst einen geeigneten 
Startwert für s0. Je nach vorliegenden Schnittgrößen wird die Nullienienlage bei ca. 1/4 bis 1/3 der Quer-
schnittshöhe liegen. Diese grobe Abschätzung ist ausreichend, um mit der Iterationsvorschrift 
 
 
 
 
s0 s0
i( )=
 
s0
i 1+( ) s0
i( ) F s0( )
s0
F s0( )d
d
−=
 
(B.17)
 
nach einigen Näherungsschritten die Lage der Nullinie s0 nach o.a. Ansatz ermitteln zu können. Anschlie-
ßend ist die zugehörige Dehnung an der Querschnittsoberseite ε0 gemäß Gleichung (B.14) zu bestimmen. 
Das so ermittelte Anfangs-Dehnungsbild stellt eine hinreichend genaue Näherung für den gerissenen 
Betonquerschnitt dar, mit dem die exakten Werte gemäß dem folgenden Ablauf in Kapitel B.4 berechnet 
werden können. Die Abweichungen von diesen liegen in der Größenordnung von ca. 10...20 %. 
 
~ ~ ~ 
 
Es sei noch angemerkt, daß neben den hier aufgezeigten Möglichkeiten zur Bestimmung geeigneter 
Anfangs-Näherungswerte für den Dehnungszustand des ungerissenen bzw. des gerissenen Querschnitts 
alternativ auch andere Vorgehensweisen, bspw. mittels Stahlbetonbemessungsverfahren, angewandt 
werden können. Selbst eine „grobe Abschätzung“ anhand von Erfahrungswerten ist möglich. Die bereit-
zustellenden Größen ε0 und s0 bilden nur die Ausgangsbasis für das nachfolgende Näherungsverfahren zu 
deren genauer Ermittlung und werden in der hier bestimmten Form nicht weiterverwendet. 
 
Im Falle von inkrementeller Laststeigerung wird man jeweils die Ergebnisse des vorausgegangenen Last-
schrittes als Startwerte für den darauffolgenden verwenden. Folglich ist hier nur im ersten Lastschritt eine 
separate Ermittlung erforderlich, wobei anfangs meist ein ungerissener Querschnitt vorliegt. 
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B.4 Berechnung des exakten Dehnungsbildes 
in Form von ε0 und s0 
 
 
Das gesuchte Dehnungsbild des Betonquerschnittes zum Anfangszeitpunkt t0 erhält man durch Auflösung 
der in Kapitel B.2 angeschriebenen Ausgangsgleichungen (B.7) und (B.8). Es handelt sich hierbei um    
ein für die beiden gesuchten Bestimmungsgrößen ε0 und s0 hochgradig nichtlineares Gleichungs-     
system, dessen Lösung nur mittels eines geeigneten Näherungsverfahrens möglich ist. Hierzu wird das 
NEWTON-Verfahren (bzw. NEWTON-RAPHSON-Verfahren) unter Zugrundelegung der im vorigen Schritt 
bestimmten Startwerte verwendet. 
 
Aufgrund der Komplexität der vorliegenden Gleichungen mit den zugehörigen einzelnen Anteilen wird 
der Lösungsalgorithmus Schritt für Schritt abgearbeitet. 
 
 
►  Einführende Bemerkungen und Definitionen 
 
Das Ausgangsgleichungssystem (B7; B.8) wird unter Verwendung der nachfolgend eingeführten Bezeich-
nungen in Abhängigkeit von ε0 und s0 nochmals angeschrieben : 
 
 N t0( ) FN.B.d ε0 s0,( ) FN.B.z ε0 s0,( )+ FN.B.ts ε0 s0,( )+ FN.BSt ε0 s0,( )+= , (B.18)
 
 MR t0( ) GM.B.d ε0 s0,( ) GM.B.z ε0 s0,( )+ GM.B.ts ε0 s0,( )+ GM.BSt ε0 s0,( )+= . (B.19)
 
Dabei bedeuten jeweils in den Gleichungen für N(t0) bzw. MR(t0) : 
 
FN.B.d , GM.B.d →    Spannungsintegrale für die Betondruckspannungen 
  
FN.B.z , GM.B.z →    Spannungsintegrale für die Betonzugspannungen im ungerissenen Bereich 
  
FN.B.ts , GM.B.ts →    Spannungsintegrale der anteiligen Betonzugspannungen infolge Tension Stiffening 
  
FN.BSt , GM.BSt →    Spannungsanteile für die Stahlbewehrung 
 
All diese Anteile sind im nächsten Schritt einzeln zu bestimmen. Die Betonspannungsintegrale können im 
vorliegenden Falle des Rechteckquerschnittes problemlos in geschlossener mathematischer Form ange-
schrieben und ausgewertet werden, auch bei Plattenbalken oder doppel-T-förmigen Querschnitten ist dies 
möglich. Für Querschnittsformen mit „allgemeiner Geometrie“ wird eher eine numerische Auswertung 
gemäß des in Kapitel 3.2.2.3 beschriebenen Vorgehens (numerische Quadratur) sinnvoller sein. 
 
Da in vielen Fällen, wie bereits erwähnt, nicht alle drei o.a. Betonspannungsbereiche vollständig ausge-
bildet sind, werden die folgenden Integrationsgrenzen verwendet. 
 
Druckbereich : 
z 0=
zd
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit  zd = untere Druckzonengrenze, 
dies ist entweder die Nullinienlage s0 oder bei vollständig 
überdrücktem Querschnitt die Querschnittshöhe h 
 
Zug, ungerissen : 
z zd=
zz
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit  zz = untere Grenze der ungerissenen Zugzone, 
dies ist entweder die Bereichsgrenze zct1 gemäß Gleichung (B.4) 
oder bei ungerissenem Querschnitt die Querschnittshöhe h 
 
Tension Stiff. : 
z zz=
zts
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit  zts = untere Grenze für Tension Stiffening, 
dies ist entweder die Bereichsgrenze zct2 gemäß Gleichung (B.5) 
oder wiederum die Querschnittshöhe h 
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Die Anteile der Stahlbewehrung lassen sich ebenfalls ohne größeren Aufwand angeben. Es sei an dieser 
Stelle darauf hingewiesen, daß die angeschriebenen Gleichungen (B.18) und (B.19) im Falle einer bereits 
zum Anfangszustand t0 vorhandenen textilbewehrten Verstärkungsschicht einfach erweitert werden 
können, indem die Anteile des Feinbetons und der textilen Faserlage additiv hinzugezählt werden. 
 
Zur Durchführung des NEWTONschen Näherungsverfahrens werden neben den o.a. Ausgangsgleichungen 
auch die partiellen Ableitungen nach ε0 und s0 benötigt. Somit sind in einem weiteren Schritt alle aufge-
führten Anteile einzeln nach diesen beiden Größen abzuleiten. 
 
 
►  Auswertung der Betonspannungsintegrale Druckbereich 
 
Mit den angenommenen Startwerten für ε0 und s0 ergeben sich folgende Ausdrücke der Betonspannungs-
integrale in der Druckzone nebst zugehöriger partieller Ableitungen für die Normalkraft-Gleichung : 
 
 FN.B.d ε0 s0,( )
z 0=
zd
zb σd z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= b
z 0=
zd
zp1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅=
 
 .... b p1 zd⋅ ε0
2
⋅ p1 zd
2⋅
ε0
2
s0
⋅−
1
3
p1⋅ zd
3⋅
ε0
2
s0
2
⋅+ p2 zd⋅ ε0⋅+
1
2
p2⋅ zd
2⋅
ε0
s0
⋅−
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅=
 
(B.20 a)
 
 
d FN.B.d ε0 s0,( )
dε0
b 2 p1⋅ ε0⋅ zd
zd
2
s0
−
zd
3
3 s0
2⋅
+
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅ p2 zd
zd
2
2 s0⋅
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.20 b)
 
 
d FN.B.d ε0 s0,( )
d s0
b p1 ε0
2
⋅
zd
2
s0
2
2
3
zd
3
s0
3
⋅−
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅
1
2
p2⋅ zd
2⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.20 c)
 
sowie für die Biegemomenten-Gleichung : 
 
 GM.B.d ε0 s0,( )
z 0=
zd
zz b⋅ σd z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= b
z 0=
zd
zz p1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅=
 
 .... b
1
2
p1⋅ zd
2⋅ ε0
2
⋅
2
3
p1⋅ zd
3⋅
ε0
2
s0
⋅−
1
4
p1⋅ zd
4⋅
ε0
2
s0
2
⋅+
1
2
p2⋅ zd
2⋅ ε0⋅+
1
3
p2⋅ zd
3⋅
ε0
s0
⋅−
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅=
 
(B.21 a)
 
 
d GM.B.d ε0 s0,( )
dε0
b p1 ε0⋅ zd
2 4
3
zd
3
s0
⋅−
1
2
zd
4
s0
2
⋅+
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅ p2
1
2
zd
2⋅
1
3
zd
3
s0
⋅−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.21 b)
 
 
d GM.B.d ε0 s0,( )
d s0
b p1 ε0
2
⋅
2
3
zd
3
s0
2
⋅
1
2
zd
4
s0
3
⋅−
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅
1
3
p2⋅ zd
3⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.21 c)
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►  Auswertung der Betonspannungsintegrale Zugbereich (ungerissen) 
 
Es ergeben sich für die Normalkraft-Gleichung nebst zugehöriger partieller Ableitungen : 
 
 FN.B.z ε0 s0,( )
z zd=
zz
zb σz z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= b
z zd=
zz
zcel ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅=
 
 .... b cel⋅ zz zd−( ) ε0⋅
1
2
zz
2 zd
2−( )⋅ ε0
s0
⋅−
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅=
 
(B.22 a)
 
 
d FN.B.z ε0 s0,( )
dε0
b cel⋅ zz zd−( )
1
2
zz
2 zd
2−( )⋅ 1
s0
⋅−⎡⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅=
 
(B.22 b)
 
 
d FN.B.z ε0 s0,( )
d s0
1
3
b⋅ cel⋅ zz
2 zd
2−( )⋅ ε0
s0
2
⋅=
 
(B.22 c)
 
sowie für die Biegemomenten-Gleichung : 
 
 GM.B.z ε0 s0,( ) b
z zd=
zz
zz b⋅ σz z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d⋅= b
z zd=
zz
zz cel⋅ ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
⌠
⎮
⎮
⌡
d⋅=
 
 .... b cel⋅
1
2
zz
2 zd
2−( )⋅ ε0⋅ 13 zz
3 zd
3−( )⋅ ε0
s0
⋅−
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅=
 
(B.23 a)
 
 
d GM.B.z ε0 s0,( )
dε0
b cel⋅
1
2
zz
2 zd
2−( )⋅ 1
3
zz
3 zd
3−( )⋅ 1
s0
⋅−⎡⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅=
 
(B.23 b)
 
 
d GM.B.z ε0 s0,( )
d s0
1
3
b⋅ cel⋅ zz
3 zd
3−( )⋅ ε0
s0
2
⋅=
 
(B.23 c)
 
 
►  Auswertung der Betonspannungsintegrale für Tension Stiffening 
 
Es ergeben sich für die Normalkraft-Gleichung nebst zugehöriger partieller Ableitungen : 
 
 FN.B.ts ε0 s0,( )
z zz=
zts
zb σ ts z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= b
z zz=
zts
zq1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ q3+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⌠⎮
⎮
⎮⌡
d⋅=
 
 .... b zts zz−( ) q1 ε02⋅ q2 ε0⋅+ q3+( )⋅ zts2 zz2−( ) q1 ε0
2
s0
⋅
1
2
q2⋅
ε0
s0
⋅+
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅− zts
3 zz
3−( ) q1
3
⋅
ε0
2
s0
2
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
 
(B.24 a)
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d FN.B.ts
dε0
b zts zz−( ) 2 q1⋅ ε0⋅ q2+( )⋅ zts2 zz2−( ) 2 q1⋅ ε0s0⋅
1
2
q2
s0
⋅+
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅− zts
3 zz
3−( ) 2
3
⋅ q1⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅=
 
 
(B.24 b)
 
d FN.B.ts
d s0
b zts
2 zz
2−( ) q1 ε0
2
s0
2
⋅
1
2
q2⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅ zts
3 zz
3−( ) 2
3
⋅ q1⋅
ε0
2
s0
3
⋅−
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.24 c)
 
sowie für die Biegemomenten-Gleichung : 
 
GM.B.ts ε0 s0,( )
z zz=
zts
zz b⋅ σ ts z ε0, s0,( )⋅
⌠
⎮
⌡
d= b
z zz=
zts
zz q1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+ q3+
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦
⋅
⌠⎮
⎮
⎮⌡
d⋅=
 
.... b zts
2 zz
2−( ) 1
2
⋅ q1 ε0
2
⋅ q2 ε0⋅+ q3+( )⋅ zts3 zz3−( ) 23 q1⋅
ε0
2
s0
⋅
1
3
q2⋅
ε0
s0
⋅+
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅− zts
4 zz
4−( ) q1
4
⋅
ε0
2
s0
2
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.25 a)
 
d GM.B.ts
dε0
b zts
2 zz
2−( ) q1 ε0⋅ 12 q2⋅+
⎛⎜
⎝
⎞⎟
⎠
⋅ zts
3 zz
3−( ) 4
3
q1⋅
ε0
s0
⋅
1
3
q2
s0
⋅+
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅− zts
4 zz
4−( ) q1
2
⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅=
 
 
(B.25 b)
 
d GM.B.ts
d s0
b zts
3 zz
3−( ) 2
3
q1⋅
ε0
2
s0
2
⋅
1
3
q2⋅
ε0
s0
2
⋅+
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅ zts
4 zz
4−( ) q1
2
⋅
ε0
2
s0
3
⋅−
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅=
 
(B.25 c)
 
 
Anmerkung (1) zu den Betonspannungsintegralen : 
 
In der programmtechnischen Umsetzung werden jeweils alle angeschriebenen Integrale für die Bereiche 
Druck, Zug (ungerissen) und Tension Stiffening ermittelt. Vorab werden die Integrationsgrenzen zd, zz 
und zts bestimmt. Sofern einzelne Integrale außerhalb des Querschnitts liegen und demzufolge nicht 
vorhanden sind, bleiben sie infolge zd = zz = zts = h (bei vollständig überdrücktem Querschnitt) bzw. 
infolge zz = zts = h (bei ungerissenem Querschnitt) bei der Auswertung der Gleichungen (B.20) bis (B.25) 
ohnehin unberücksichtigt, so daß eine separate Fallunterscheidung hierfür nicht erforderlich ist. 
 
 
Anmerkung (2) zu den Betonspannungsintegralen : 
 
Bei geschlossen mathematischer Lösung, wie hier für den Rechteckquerschnitt demonstriert, wurden die 
Stoffgesetze für die Betonspannungen zuerst über die Querschnittshöhe z integriert und anschließend 
partiell nach ε0 und s0 differenziert. Ein umgekehrtes Vorgehen, d.h. zuerst partielle Ableitung der Stoff-
gesetze nach ε0 und s0 und anschließend Durchführung der Integration ist ebenso möglich. Für den Fall, 
daß die Integrale numerisch ausgewertet werden sollen, ist dieses Vorgehen zwingend erforderlich, und es 
sind dann auch alle Anteile der Gleichungen (B.20 a, b) bis (B.25 a, b) auf ebenso numerischem Wege zu 
ermitteln. Der Vollständigkeit wegen sind die hierfür benötigten partiellen Ableitungen der bereichsweise 
geltenden Stoffgesetze nachfolgend angeschrieben. 
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dσd z( )
dε0
2 p1⋅ ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+=
 
(B.26 a)
  
 
Druckbereich : 
 
parabelförmiger Ansatz 
gemäß Gleichung (2.2) dσd z( )
d s0
p1 ε0
2
⋅
2 z⋅
s0
2
2 z2⋅
s0
3
−
⎛⎜
⎜
⎝
⎞⎟
⎟
⎠
⋅ p2 z⋅
ε0
s0
2
⋅+=
 
(B.26 b)
 
dσz z( )
dε0
cel 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(B.27 a)
  
 
Zug, ungerissen : 
 
linear elastischer Ansatz 
gemäß Gleichung (2.3) dσz z( )
d s0
cel z⋅
ε0
s0
2
⋅=
 
(B.27 b)
 
dσ ts z( )
dε0
2 q1⋅ ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+=
 
(B.28 a)
  
 
Tension Stiffening : 
 
parabelförmiger Ansatz 
gemäß Gleichung (2.4) dσ ts z( )
d s0
q1 ε0
2
⋅
2 z⋅
s0
2
2 z2⋅
s0
3
−
⎛⎜
⎜
⎝
⎞⎟
⎟
⎠
⋅ q2 z⋅
ε0
s0
2
⋅+=
 
(B.28 b)
 
 
►  Anteile für die Stahlbewehrung 
 
Nach Kenntnis aller Spannungsanteile des Betonquerschnitts sind im nächsten Schritt die Anteile für die 
Bewehrungslagen in Biegezug- und -druckzone sowie deren partielle Ableitungen hinzuzuzählen. Hierfür 
ergeben sich für die Normalkraft-Gleichung : 
 
 FN.BSt ε0 s0,( ) EBew ABew⋅ ε0 hBew
ε0
s0
⋅−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(B.29 a)
 
 
d FN.BSt ε0 s0,( )
dε0
EBew ABew⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(B.29 b)
 
 
d FN.BSt ε0 s0,( )
d s0
EBew ABew⋅ hBew⋅
ε0
s0
2
⋅=
 
(B.29 c)
 
sowie für die Biegemomenten-Gleichung : 
 
 GM.BSt ε0 s0,( ) EBew ABew⋅ hBew⋅ ε0 hBew
ε0
s0
⋅−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(B.30 a)
 
 
d GM.BSt ε0 s0,( )
dε0
EBew ABew⋅ hBew⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(B.30 b)
 
 
d GM.BSt ε0 s0,( )
d s0
EBew ABew⋅ hBew
2⋅
ε0
s0
2
⋅=
 
(B.30 c)
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►  Durchführung des NEWTONschen Näherungsverfahrens 
 
Sind alle Anteile für Beton und Stahlbewehrung ermittelt, werden sie in den Ausgangsgleichungen für 
Normalkraft und Biegemoment aufsummiert, in die in der Mathematik gebräuchliche Schreibweise über-
führt und zu Null gesetzt. Mit den eingeführten Bezeichnungen erhält man : 
 
 F ε0 s0,( ) N t0( )− FN.B.d+ FN.B.z+ FN.B.ts+ FN.BSt+= 0=  (B.31)
 
 G ε0 s0,( ) MR t0( )− GM.B.d+ GM.B.z+ GM.B.ts+ GM.BSt+= 0=  (B.32)
 
In gleicher Weise sind die partiellen Ableitungen in den Gleichungen für F und G aufzusummieren : 
 
 
d F
dε0
d FN.B.d
dε0
d FN.B.z
dε0
+
d FN.B.ts
dε0
+
d FN.BSt
dε0
+=
 
(B.33 a)
 
 
d F
d s0
d FN.B.d
d s0
d FN.B.z
d s0
+
d FN.B.ts
d s0
+
d FN.BSt
d s0
+=
 
(B.33 b)
 
 
d G
dε0
d GM.B.d
dε0
d GM.B.z
dε0
+
d GM.B.ts
dε0
+
d GM.BSt
dε0
+=
 
(B.34 a)
 
 
d G
d s0
d GM.B.d
d s0
d GM.B.z
d s0
+
d GM.B.ts
d s0
+
d GM.BSt
d s0
+=
 
(B.34 b)
 
Mit Anwendung der beiden Iterationsvorschriften (aufgelöste JACOBI-Matrix) 
 
 
 
ε0 ε0
i( )
=
s0 s0
i( )=
 ε0
i 1+( )
ε0
i( )
G ε0 s0,( ) d Fd s0
⋅ F ε0 s0,( ) d Gd s0
⋅−
d F
dε0
d G
d s0
⋅
d F
d s0
d G
dε0
⋅−
+=
 
(B.35)
 
 
 
ε0 ε0
i( )
=
s0 s0
i( )=
und s0
i 1+( ) s0
i( )
G ε0 s0,( ) d Fdε0
⋅ F ε0 s0,( ) d Gdε0
⋅−
d F
d s0
d G
dε0
⋅
d F
dε0
d G
d s0
⋅−
+=
 
(B.36)
 
erhält man eine Verbesserung der eingangs angenommenen Werte für ε0 und s0. Mit diesen beginnt der 
Berechnungsalgorithmus, angefangen mit der erneuten Bestimmung der Bereichsgrenzen zct1 und zct2, 
über die Auswertung der Betonspannungsintegrale, die Ermittlung der Bewehrungsanteile bis hin zu allen 
benötigten partiellen Ableitungen, von vorn. Das führt in jedem Iterationsschritt zu genaueren Werten für 
das gesuchte Dehnungsbild, und die Gleichungen (B.31) und (B.32) konvergieren gegen Null. Zur prakti-
schen Durchführung sind Abbruchkriterien in Form von entsprechenden Grenzwerten für die angestrebte 
Genauigkeit und einer Begrenzung der Iterationsschritte zu definieren. Das Ergebnis liefert den gesuchten 
Anfangs-Dehnungszustand in Form der beiden Bestimmungsgrößen ε0 und s0. 
 
Ist der Dehnungszustand bekannt, kann daraus der vollständige Spannungszustand am Beton über die 
Querschnittshöhe h sowie die Spannungen in der Stahlbewehrung ermittelt werden. 
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B.5 Nachlaufrechnung 
 
 
Ausgehend von dem berechneten Dehnungszustand des Querschnittes werden unter Verwendung der 
bereichsweise geltenden Kurzzeitstoffgesetze des Betons die zugehörigen Spannungen ermittelt und diese 
gemäß den Ausführungen in Kapitel 3.2.2.6 zur numerischen Bereitstellung in Spline-Funktionen σspl.(z) 
überführt. Diese erhält man durch Gleichsetzen der Stoffgesetze (Gleichungen 2.2, 2.3, 2.4) unter Ver-
wendung der Abhängigkeit von ε0 und s0 (Gleichung B.3) mit dem vorgegebenen Spline-Ansatz : 
 
σB z ε0, s0,( ) σ spl. z( )= k0 k1 z⋅+ k2 z2⋅+ k3 z3⋅+= . 
(B.37)
 
Zum Ausgangszeitpunkt t0 stellt sich das Spannungsbild in Form einer quadratischen Parabel in den 
Bereichen Druck und Tension Stiffening sowie einer Geraden in der ungerissenen Zugzone dar. Somit 
sind die Spline-Parameter in den betreffenden drei Abschnitten für alle unterteilten Intervalle jeweils 
gleich. Sie können mit Hilfe beliebig zu wählender Stützstellen bestimmt werden, und man erhält die 
nachfolgend zusammengestellte Anfangsbelegung für den Spannungszustand. 
 
Druckbereich : 
 
→  gemäß quadratischem Ansatz entfällt der Spline-Anteil 3. Grades 
 
 
σ spl.d z( ) p1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ p2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+= mit k0 p1 ε0
2
⋅ p2 ε0⋅+=
.... k0 k1 z⋅+ k2 z
2⋅+= (B.38 a) k1 2− p1⋅
ε0
2
s0
⋅ p2
ε0
s0
⋅−=
k2 p1
ε0
2
s0
2
⋅=
 
(B.38 b)
(B.38 c)
(B.38 d)
 
Zugbereich, ungerissen : 
 
→  gemäß linear elastischem Ansatz entfallen die Spline-Anteile 2. und 3. Grades 
 
 
σ spl.z z( ) cel ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= mit k0 cel ε0⋅=
.... k0 k1 z⋅+= (B.39 a) k1 cel−
ε0
s0
⋅=
 
(B.39 b)
(B.39 c)
 
Tension Stiffening : 
 
→  gemäß quadratischem Ansatz entfällt der Spline-Anteil 3. Grades 
 
 
σ spl.ts z( ) q1 ε0
2
⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
2
⋅ q2 ε0⋅ 1
z
s0
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅+= mit k0 q1 ε0
2
⋅ q2 ε0⋅+ q3+=
.... q3+
k1 2− q1⋅
ε0
2
s0
⋅ q2
ε0
s0
⋅−=
.... k0 k1 z⋅+ k2 z
2⋅+= (B.40 a)
k2 q1
ε0
2
s0
2
⋅=
 
(B.40 b)
(B.40 c)
(B.40 d)
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Die umseitigen Spline-Funktionen gelten jeweils in den entsprechenden Bereichs- bzw. Integrations-
grenzen (s0, zct1 und zct2). Diese wurden im Lösungsalgorithmus bereits mit bestimmt und sind ebenso als 
Ausgangswerte für die anschließende Berechnung bereitzuhalten. 
 
Neben den Betonspannungen ergibt sich aus dem berechneten Dehnungszustand auch die zum Anfangs-
zeitpunkt t0 vorliegende Spannung in der Stahlbewehrung (jeweils für Zug- und Druckzone) : 
 
σBew EBew ε0⋅ 1
hBew
s0
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(B.41)
 
Diese dient lediglich der Auswertung des ermittelten Dehnungs- und Spannungszustandes am Querschnitt 
bzw. am gesamten Tragwerk. Für die nachfolgenden Rechengänge wird sie nicht explizit benötigt. 
 
Sofern der Querschnitt bereits von Anfang an mit einer textilbewehrten Verstärkungsschicht versehen ist, 
sind im Zuge der Nachlaufrechnung außerdem die zugehörigen Spannungen des Feinbetons und der 
Faserbewehrung auf Grundlage der dort vorhandenen Dehnung und unter Verwendung der jeweiligen 
Stoffgesetze zu ermitteln. Alternativ können diese aber auch im Rahmen des bereits durchgeführten 
Berechnungsalgorithmusses an den entsprechenden Stellen mit ausgewiesen werden. 
 
~ ~ ~ 
 
Mit Kenntnis des ermittelten Anfangszustandes für die zum Zeitpunkt t0 am Querschnitt vorhandenen 
Dehnungen und Spannungen sind jetzt alle hierfür erforderlichen Parameter zusammengestellt. Für die 
anschließende Berechnung des Kriechens und Schwindens werden darüberhinaus noch alle anteiligen 
zeitabhängigen Dehnungen für Fließ- und verzögert elastische Verformung gemäß der im Materialmodell 
dafür vorgesehenen Elemente mit dem Anfangswert Null vorbelegt. Dies geschieht gleichermaßen mittels 
Spline-Funktionen in den selben Grenzen des Spannungsbildes. Ebenso werden alle weiteren Anteile, die 
zum Zeitpunkt t0 noch nicht vorhanden sind (i.a. Verstärkungsschicht und Faserbewehrung), zu Null 
vorbelegt, so daß im Ergebnis ein kompletter Datensatz für die betrachtete Querschnittsstelle gemäß dem 
Schema nach Kapitel 3.3.4 entsteht. 
 
~ ~ ~ 
 
Anmerkung zur Abarbeitung des NEWTONschen Näherungsverfahrens : 
 
Der grundlegende Ansatz dieses Verfahrens ist es, eine nichtlineare Gleichung - bzw. im vorliegenden 
Fall ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten - in einem Ausgangspunkt zu 
linearisieren, d.h. ihre Tangente zu bestimmen und die Nullstelle der Tangente als verbesserte Näherung 
für die Lösung der Ausgangsgleichung(en) zu verwenden. Die erhaltene Näherung bildet die Grundlage 
für einen weiteren Verbesserungsschritt. Diese Iteration erfolgt solange, bis die Änderung in der 
Näherungslösung ein definiertes Abbruchkriterium erreicht hat. Die für dieses Vorgehen erforderliche 
Tangente ist durch Differenzieren der Ausgangsgleichung(en) zu ermitteln. 
 
In der hier vorliegenden Aufgabenstellung enthalten die beiden Ausgangsgleichungen (B.18 und B.19) 
für F(ε0,s0) bzw. G(ε0,s0) unter anderem die Betonspannungsintegrale, die ihrerseits nicht klar eingegrenzt 
werden können, da die zugehörigen Integrationsgrenzen erst im Zuge der numerischen Lösung identifi-
ziert werden. Folglich verändern sich diese Integrationsgrenzen ebenso mit jedem Näherungsschritt. Eine 
korrekte Differenzierung der beiden Ausgangsgleichungen müßte demzufolge auch die Ableitung der 
(von ε0 und s0 abhängigen) Integrationsgrenzen beinhalten. Da dies jedoch den Berechnungsaufwand 
deutlich erhöhen würde, werden die Integrationsgrenzen innerhalb eines jeden Näherungsschrittes als 
konstant approximiert. Diese Vorgehensweise ist effizienter und führt gleichermaßen zur gesuchten 
Lösung. Es sind damit zwar einige Näherungsschritte mehr erforderlich, der eingesparte Rechenaufwand 
innerhalb eines jeden Schrittes wiegt das aber mehr als auf. 
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Anhang C 
 
Berechnungsalgorithmus für Kriechen 
und Schwinden am Querschnitt 
 
 
Auf den folgenden Seiten wird der in Kapitel 3.2.2 bechriebene Berechnungsalgorithmus gemäß der 
schematischen Darstellung in Bild 3.3 und Bild 3.6 zur Berechnung der Veränderung des Dehnungs- und 
Spannungszustandes infolge der zeitlichen Auswirkungen des Kriechens und Schwindens demonstriert. 
Ausgehend von einem bekannten Ausgangszustand zum Zeitpunkt tx werden für ein hinreichend kleines 
Zeitinkrement Δt alle notwendigen Formeln und Rechenschritte, die zur Lösung des gesuchten Endzu-
standes zum Zeitpunkt tx+1 führen, detailliert vorgestellt. 
 
Wie bereits in Anhang B (Anfangszustand zum Zeitpunkt t0) wird auch hier der Berechnungsalgorithmus 
exemplarisch für den Rechteckquerschnitt aufgezeigt. Auf der Zugzonenseite des Betons („unten“) wird 
eine Verstärkungsschicht aus Feinbeton mit eingelegter textiler Faserbewehrung berücksichtigt. Für die 
Berechnung an Querschnitten ohne diese Verstärkungsschicht ergeben sich die zugehörigen Anteile 
dementsprechend zu Null. 
 
 
 
 
C.1 Bereitstellung der erforderlichen Ausgangswerte 
 
 
Es sind alle Querschnitts- und Materialparameter der beteiligten Komponenten, alle Angaben die für die 
Beschreibung des Ausgangszustandes zum Zeitpunkt tx erforderlich sind, weitere zeitliche Angaben für 
den zu bestimmenden Endzeitpunkt tx+1 sowie die anliegenden Schnittgrößen bereitzustellen. 
 
 
►  Querschnitts- und Materialparameter 
 
Für den Beton des Basisquerschnittes sowie für den Feinbeton der Verstärkungsschicht werden deren 
Abmessungen 
    Breite  b ,  Höhe  h  (Basisquerschnitt) 
    Breite  bv ,  Dicke  hv (Verstärkungsschicht) 
 
und alle zugehörigen Materialparameter für die inkrementellen Stoffgesetze gemäß Kapitel 2.1.6 sowie 
Anhang A.1 benötigt. In der Regel wird die Breite der Verstärkungsschicht bv identisch mit der Breite des 
Basisquerschnittes b sein. 
 
Die linear elastischen Anteile der Stahl- und Faserbewehrung werden durch deren Querschnittsflächen, 
Höhenlagen und E-Module erfaßt, die Höhenlagen sind dabei auf die Querschnittsoberseite bezogen. 
 
    ABew ,  hBew ,  EBew  (Stahlbewehrung, jeweils für Zug- und Druckzone) 
    AF ,     hF ,     EF  (Faserbewehrung) 
 
Für ggf. nicht vorhandene Komponenten (z.B. Verstärkungsschicht, einschl. Faserbewehrung) werden 
deren Querschnittsflächen mit Null in Rechnung gestellt. Damit bleiben die entsprechenden Anteile 
vollständig in allen Gleichungen enthalten, auch wenn sie keinen Beitrag liefern. Diese Vorgehensweise 
erleichtert die programmiertechnische Umsetzung, ohne daß separate Fallunterscheidungen (Querschnitt 
mit bzw. ohne Verstärkungsschicht) berücksichtigt werden müssen. 
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►  Beschreibung des Ausgangszustandes zum Zeitpunkt tx 
 
Zum Ausgangszeitpunkt tx sind der Dehnungs- und Spannungszustand des Basisquerschnittes sowie der 
Verstärkungsschicht bekannt. Der Dehnungszustand wird dabei durch die beiden Bestimmungsgrößen εx 
und sx beschrieben und liefert damit die Dehnungen in jeder beliebigen Höhenlage z. 
 
Beton Basisquerschnitt : εB z tx,( ) εx 1
z
sx
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(C.1)
 
Stahlbewehrung : εBew tx( ) εx 1
hBew
sx
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅=
 
(C.2)
 
Textile Verstärkungsschicht : εF tx( ) εB.v tx( )= εx 1
hF
sx
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅ Δεv−=
 
(C.3)
 
Die Dehnungsdifferenz Δεv entspricht dabei der fiktiven Dehnung in Höhe der Verstärkungsschicht zum 
Zeitpunkt deren Aufbringens tv (vgl. Bild 3.11) : 
 
 Δεv ε tv( ) 1
hF
s tv( )
−
⎛
⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(C.4)
 
Der Spannungszustand des Betonquerschnittes über die Querschnittshöhe wird über abschnittsweise Spline-
Funktionen beschrieben. Dazu sind die Bereichsgrenzen für Druckzone, ungerissene Zugzone und Tension 
Stiffening sowie die entsprechenden Spline-Parameter gemäß Kapitel 3.2.2.6 bereitzustellen. 
 
Verlauf der Betonspannungen : σB.spl. z tx,( ) k0 k1 z⋅+ k2 z2⋅+ k3 z3⋅+=  (C.5)
 
Bereichsgrenzen : zσ.0 tx( ) zct1 tx( ) zct2 tx( ) 
 
In gleicher Weise sind die zeitabhängigen Dehnungsanteile εi(z,tx) aus Fließ- und verzögert elastischer 
Verformung, d.h. deren Bereichsgrenzen und zugehörigen Spline-Parameter, vorzuhalten. 
 
Für den Beton der Verstärkungsschicht werden ebenfalls dessen Spannung σB.v(tx) sowie die einzelnen 
Dehnungsanteile εV.i(tx) benötigt. 
 
 
►  Zeitliche Angaben 
 
Das für den aktuellen Berechnungsschritt betrachtete Zeitinkrement wird charakterisiert durch 
 
den Anfangszeitpunkt :   tx  , 
 
den Endzeitpunkt :   tx+1  , 
 
 
sowie die Inkrementschrittweite : Δt tx 1+ tx−= .
 
 
(C.6)
 
Ferner werden für den Basisquerschnitt der Anfangszeitpunkt der Berechnung t0, d.h. der Zeitpunkt der 
(Erst-)Belastung und der Zeitpunkt des Schwindbeginns ts0 benötigt. Bei verstärkten Querschnitten sind 
der Zeitpunkt der Verstärkungsmaßnahme tv sowie deren zugehöriger Schwindbeginn tv.s0 anzugeben. Der 
Verstärkungszeitpunkt tv soll definitionsgemäß jener Zeitpunkt sein, zu dem der Feinbeton der Verstär-
kungsschicht soweit ausgehärtet ist, daß sich diese wirksam an der Lastabtragung beteiligen kann. 
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►  Schwinden des Betons 
 
Sowohl für den Beton des Basisquerschnittes als auch für den Feinbeton der Verstärkungsschicht sind die 
jeweiligen Schwinddehnungen für den Endzeitpunkt des betrachteten Inkrements tx+1 zu bestimmen, und 
die zum Zeitpunkt der Lastaufbringung bereits stattgefundenen Schwinddehnungen sind abzuziehen. Die 
Berechnung der Schwinddehnungen erfolgt auf Grundlage des [EUROCODE 2] : 
 
εschw tx 1+( ) εcd tx 1+( ) εca tx 1+( )+ εschw t0( )−= . (C.7)
 
Der erste Anteil in Gleichung (C.7) erfaßt die Trocknungsschwinddehnung : 
 
 εcd t( ) εcd.0 βds t ts,( )⋅ kh⋅= . (C.8 a)
 
Diese setzt sich zusammen aus einem Grundwert : 
 
 
εcd.0 0.85 220 110 α ds.1⋅+( ) e
αds.2
fc
10
⋅
⋅
⎡
⎢
⎣
⎤
⎥
⎦⋅ 10
6−⋅ βRH⋅=  
(C.8 b)
 
und einem Beiwert für die Beschreibung des zeitlichen Verlaufs : 
 
 βds t ts,( )
t ts−
t ts− 0.04 h0
3⋅+
= .
 
(C.8 c)
 
Der zweite Anteil von Gleichung (C.7) beinhaltet die autogene Schwinddehnung. Diese berechnet sich 
ebenfalls über einen Grundwert sowie einen zugehörigen Beiwert für den Zeitverlauf : 
 
 εca t( ) εca.oo βas t( )⋅= 2.5 fc 10−( )⋅ 10 6−⋅ 1 e 0.2− t
0.5
⋅−
⎛
⎝
⎞
⎠⋅= .
 
(C.9)
 
Die Auswertung der Gleichungen (C.7) bis (C.9) erfordert die nachfolgend zusammengestellten Kenn-
werte (jeweils für den Beton des Basisquerschnittes und den Feinbeton der Verstärkungsschicht) : 
 
αds.1 ,  αds.2    Beiwerte für die verwendete Zementart (normal, schnell, langsam erhärtend), 
 
βRH     Beiwert zur Berücksichtigung der relativen Luftfeuchte, 
 
h0 , kh     wirksame Bauteildicke sowie ein daraus resultierender Koeffizient, 
 
fc     Druckfestigkeit des Betons. 
 
 
►  Vorhandene Schnittgrößen 
 
Es werden die am Querschnitt vorhandene Normalkraft (in einer zu definierenden Höhenlage) und das 
Biegemoment benötigt. Als Referenzachse, auf welche die Schnittgrößen für die nachfolgenden Berech-
nungen bezogen werden, wird die Querschnittsoberseite gewählt. 
 
     N(tx+1) ,  MR(tx+1) 
 
Die Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen erfolgt für den Zeitpunkt tx+1, d.h. die o.g. Schnittgrößen 
sind auf eben diesen Zeitpunkt zu beziehen. Durch das Vorgehen in hinreichend kleinen Zeitinkrementen 
werden die Schnittgrößen innerhalb der Zeitdauer des Inkrementes Δt als konstant angenommen. 
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C.2 Durchführung der Berechnung im Zeitinkrement 
 
 
Analog dem Vorgehen für die Bestimmung der Anfangswerte zum Zeitpunkt t0 (vgl. Anhang B) bilden 
die Gleichgewichtsbedingungen am Querschnitt die Ausgangsbasis für den folgenden Berechnungs-
algorithmus. Sie werden für den Zeitpunkt tx+1 formuliert und liefern im Ergebnis den zum Inkrementende 
vorliegenden Dehnungs- und Spannungszustand. Dieser entspricht in seiner qualitativen Form der Dar-
stellung in Bild C.1. Es werden die dort angetragenen geometrischen Bezeichnungen verwendet, diese 
folgen den in Kapitel 3 bereits eingeführten Definitionen (vgl. auch Bild 3.2). 
 
 
 
Bild C.1   Darstellung des Dehnungs- und Spannungszustandes am Querschnitt zum Zeitpunkt tx+1 
                 mit Berücksichtigung einer textilbewehrten Verstärkungsschicht 
                (Stahlbewehrung exemplarisch nur für Zugzone dargestellt) 
 
 
Das dargestellte Dehnungsbild zeigt einen gemäß der unterstellten Annahme eines eben bleibenden Quer-
schnittes linearen Verlauf und wird damit durch die Dehnung an der Querschnittsoberseite εx+1 und die 
zugehörige Nullinienlage sx+1 (nicht identisch mit der Nullinienlage zσ.0 im Spannungsbild !) eindeutig 
beschrieben. Diese beiden Größen dienen fortan als die „gesuchten Bestimmungsgrößen“ des iterativen 
Lösungsverfahrens und liefern über entsprechende Verhältnisgleichungen die benötigten Dehnungen an 
jeder Stelle z über die Höhe des Betonquerschnittes : 
 
εB z tx 1+,( ) εx 1+ 1
z
sx 1+
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅= .
 
(C.10)
 
Ebenso ergeben sich auf diese Weise die Dehnungen in Höhe der Bewehrung (Höhenlage hBew) und in Höhe 
der Verstärkungsschicht (Höhenlage hF) ermittelt. Damit lassen sich alle unbekannten Anteile in den 
folgenden Gleichungen durch eben diese beiden Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1 ausdrücken. 
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C.2.1 Lösungsansatz 
 
 
Die in Kapitel 3.2.2, Gleichungen (3.15) und (3.16) aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen für den 
Zeitpunkt tx+1 mit der Unterteilung des Basisquerschnittes in die Bereiche Druck, Zug (ungerissen) und 
Tension Stiffening werden nochmals für den hier betrachteten Rechteckquerschnitt angeschrieben : 
 
 N tx 1+( ) b
z 0=
zσ.0
zσd z tx 1+,( )
⌠⎮
⎮⌡
d⋅ b
zσ.0
zct1
zσz z tx 1+,( )
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅+ b
zct1
zct2
zσ ts z tx 1+,( )
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅+ ....+=
 
 
 
.... σBew tx 1+( ) ABew⋅+ σB.v tx 1+( ) AB.v⋅+ σF tx 1+( ) AF⋅+ ,
 
(C.11)
 
 MR tx 1+( ) b
z 0=
zσ.0
zz σd z tx 1+,( )⋅
⌠⎮
⎮⌡
d⋅ b
zσ.0
zct1
zz σz z tx 1+,( )⋅
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅+ b
zct1
zct2
zz σ ts z tx 1+,( )⋅
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅+ ....+=
 
 
 
.... σBew tx 1+( ) ABew⋅ hBew⋅+ σB.v tx 1+( ) AB.v⋅ hF⋅+ σF tx 1+( ) AF⋅ hF⋅+ .
 
(C.12)
 
Mit dem angenommenen Verbund zwischen allen Querschnittskomponenten werden die Verträglichkeits-
bedingungen für Stahlbewehrung und Verstärkungsschicht mit textiler Faserlage formuliert. Bei nachträglich 
aufgebrachter Verstärkungsschicht ist die Dehnungsdifferenz Δεv (vgl. Bild C.1) zu berücksichtigen : 
 
εBew tx 1+( ) εB z hBew= tx 1+,( )= εx 1+ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
 
(C.13)
 
εF tx 1+( ) εB.v tx 1+( )= εB z hF= tx 1+,( ) Δεv−= εx 1+ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅ Δεv−= .
 
(C.14)
 
Über die jeweiligen Stoffgesetze werden die o.a. Beziehungen für Gleichgewicht und Verträglichkeit 
zusammengeführt. Das Ziel besteht darin, alle Spannungen in den Gleichungen (C.11) und (C.12) aus-
schließlich über die jeweils anliegenden Dehnungen und somit über die beiden Bestimmungsgrößen εx+1 
und sx+1 auszudrücken. Gelang dies für den Anfangszustand t0 unter Ansatz der Kurzzeitstoffgesetze des 
Betons noch vergleichsweise problemlos, so sind jetzt die inkrementellen Stoffgesetze des Betons unter 
Berücksichtigung des Kriechens und Schwindens gemäß Gleichungen (2.24) bis (2.26) zu verwenden, 
was zu einem aufwendigen numerisch-iterativen Lösungsprozeß führt. 
 
Für Stahl- und Faserbewehrung bleiben die Stoffgesetze auch im Zeitverlauf in ihrer linear elastischen 
Form bestehen. Der Vollständigkeit wegen werden diese sowie die für die Durchführung des NEWTON-
schen Näherungsverfahrens benötigten partiellen Ableitungen nachfolgend angeschrieben : 
 
 σBew tx 1+( ) σBew εx 1+ sx 1+,( )= EBew εBew tx 1+( )⋅= EBew εx 1+⋅ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
 
(C.15 a)
 
 
dσBew
d εx 1+
EBew 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
dσBew
d sx 1+
EBew εx 1+⋅
hBew
sx 1+( )2
⋅= ,
 
(C.15 b, c)
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 σF tx 1+( ) σF εx 1+ sx 1+,( )= EF εF tx 1+( )⋅= EF εx 1+ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅ Δεv−
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅= ,
 
(C.16 a)
 
 
dσF
d εx 1+
EF 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
dσF
d sx 1+
EF εx 1+⋅
hF
sx 1+( )2
⋅= .
 
(C.16 b, c)
 
Die Stoffgesetze des Betons, sowohl Basisquerschnitt als auch Verstärkungsschicht, werden im nächsten 
Abschnitt detailliert behandelt. 
 
Sind alle erforderlichen Anteile des Lösungsansatzes zusammengestellt, werden geeignete Startwerte für 
εx+1 und sx+1 benötigt. Da die stattfindenden Veränderungen im Zeitverlauf sehr klein sind, werden hierfür 
die Ergebnisse des vorausgegangenen Zeitinkrements bzw. im ersten Berechnungsschritt nach Lastauf-
bringung die Werte ε0 und s0 des Anfangszustandes verwendet. 
 
 
 
C.2.2 Stoffgesetze des Betons sowie deren partielle Ableitungen 
 
 
Ausgehend von der Herleitung der inkrementellen Stoffgesetze in Kapitel 2.1.6 sind in diesen die von der 
Querschnittshöhenlage z abhängigen Dehnungen ε(z) durch εx+1 und sx+1 auszudrücken. Ferner sind die 
Stoffgesetze nach z sowie partiell nach εx+1 und sx+1 abzuleiten. 
 
Neben den bereits eingeführten und jeweils inkrementweise neu zu bestimmenden Hilfsgrößen : 
 
G(tx)  Faktor für die Spannungsraten zu Inkrementbeginn tx gemäß Gleichung (2.17), 
 
K(tx+1) Faktor für die Spannungsraten zu Inkrementende tx+1 gemäß Gleichung (2.18), 
 
R(z,t0,tx) Summe aller bis zum Zeitpunkt tx eingetretenen Kriechdehnungsanteile gemäß Gl. (2.19), 
  hier mit zusätzlicher Berücksichtigung der Abhängigkeit von z, 
 
werden zur besseren Übersichtlichkeit und Handhabbarkeit der recht umfangreichen Gleichungen noch 
einige weitere Bezeichnungen definiert. Der Anteil der unter der Spannung σΒ(tx+1) im Zeitinkrement 
vorliegenden elastischen Kurzzeitdehnung wird mit Ψ(z,tx+1) zusammengefaßt : 
 
Ψ z tx 1+,( ) εx 1+ 1 zsx 1+
−⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
⋅
i
εi z tx, tx 1+,( )∑−= ,
 
(C.17)
 
wobei der Summationsindex „i“ alle zeitabhängigen Dehnungsanteile aus Fließverformung, verzögert 
elastischer Verformung und Schwinden beinhaltet. Ferner ist dessen Ableitung nach z bereitzustellen. 
Hierfür sind die einzelnen Anteile in Σε(z,tx,tx+1) in ihren Bestandteilen einzeln zu differenzieren : 
 
d Ψ z tx 1+,( )
d z
εx 1+−
sx 1+
G tx( )
d σB z tx,( )
d z
⋅−
z
R z t0, tx,( )d
d
−= .
 
(C.18)
 
Das Betonspannungsbild σB(z,tx) sowie die sich hinter R(z,t0,tx) verbergenden anteiligen Kriechdehnungs-
bilder liegen in Form der approximierten Spline-Funktionen nach Gleichung (C.5) vor. Die Ableitungen 
nach z ergeben sich intervallweise aus dem jeweiligen Spline : 
 
d σB.spl. z tx,( )
d z
k1 2 k2⋅ z⋅+ 3 k3⋅ z
2⋅+= .
 
(C.19)
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►  Stoffgesetz Beton für Druckbereich 
 
Die auf quadratischem Ansatz beruhende Druckspannung des Betons zum Inkrementende tx+1 errechnet 
sich gemäß Kapitel 2.1.6, Gleichung (2.24) zu : 
 
σd z tx 1+,( )
Ψ z tx 1+,( )
K tx 1+( )
Λd+
Ψ z tx 1+,( )
p1 K tx 1+( )3⋅
Λd
2
+−= mit Λd
1 p2 K tx 1+( )⋅+
2 p1⋅ K tx 1+( )2⋅
= .
 
(C.20)
 
Die Ableitung nach z sowie die partiellen Ableitungen nach εx+1 und sx+1 ergeben sich über die jeweiligen 
Ableitungen von Ψ(z,tx+1), alle anderen Anteile sind im Inkrement konstante Größen : 
 
 
d σd z tx 1+,( )
d z
d Ψ z tx 1+,( )
d z
K tx 1+( )
d Ψ z tx 1+,( )
d z
2 p1⋅ K tx 1+( )3⋅
Ψ z tx 1+,( )
p1 K tx 1+( )3⋅
Λd
2
+⋅
−= ,
 
(C.21)
 
 
d σd z tx 1+,( )
d εx 1+
1
z
sx 1+
−
K tx 1+( )
1
z
sx 1+
−
2 p1⋅ K tx 1+( )3⋅
Ψ z tx 1+,( )
p1 K tx 1+( )3⋅
Λd
2
+⋅
−= ,
 
(C.22)
 
 
d σd z tx 1+,( )
d sx 1+
z εx 1+⋅
K tx 1+( ) sx 1+( )2⋅
z εx 1+⋅
2 p1⋅ K tx 1+( )3⋅ sx 1+( )2⋅
Ψ z tx 1+,( )
p1 K tx 1+( )3⋅
Λd
2
+⋅
−= .
 
(C.23)
 
 
►  Stoffgesetz Beton für Zugbereich, ungerissen 
 
Die auf linearem Ansatz beruhende Zugspannung im Bereich des ungerissenen Betons zum Inkrement-
ende tx+1 gemäß Kapitel 2.1.6, Gleichung (2.25) sowie die entsprechenden Ableitungen lauten : 
 
 σz z tx 1+,( )
Ψ z tx 1+,( )
1
cel
K tx 1+( )+
= ,
d σz z tx 1+,( )
d z
d Ψ z tx 1+,( )
d z
1
cel
K tx 1+( )+
= ,
 
 
(C.24) ; (C.25)
 
 
d σz z tx 1+,( )
d εx 1+
1
z
sx 1+
−
1
cel
K tx 1+( )+
= ,
d σz z tx 1+,( )
d sx 1+
z εx 1+⋅
1
cel
K tx 1+( )+⎛⎜⎝
⎞
⎟
⎠
sx 1+( )2⋅
= .
 
 
(C.26) ; (C.27)
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►  Stoffgesetz Beton für Tension Stiffening-Bereich 
 
Die für Tension Stiffening ebenfalls auf quadratischem Ansatz beruhende Spannung des Betons zum 
Inkrementende tx+1 errechnet sich gemäß Kapitel 2.1.6, Gleichung (2.26) zu : 
 
σ ts z tx 1+,( )
Ψ z tx 1+,( )
K tx 1+( )
Λ ts.1+
Ψ z tx 1+,( )
q1 K tx 1+( )3⋅
Λ ts.2+−=
 
(C.28 a)
 
 mit Λ ts.1
1 q2 K tx 1+( )⋅+
2 q1⋅ K tx 1+( )2⋅
=
 
(C.28 b)
 
 und Λ ts.2
1 2 q2⋅ K tx 1+( )⋅+ q22 4 q1⋅ q3⋅−( ) K tx 1+( )2⋅+
4 q1
2⋅ K tx 1+( )4⋅
= .
 
(C.28 c)
 
Die entsprechenden Ableitungen nach z sowie εx+1 und sx+1 hierfür lauten wie folgt : 
 
 
d σ ts z tx 1+,( )
d z
d Ψ z tx 1+,( )
d z
K tx 1+( )
d Ψ z tx 1+,( )
d z
2 q1⋅ K tx 1+( )3⋅
Ψ z tx 1+,( )
q1 K tx 1+( )3⋅
Λ ts.2+⋅
−= ,
 
(C.29)
 
 
d σ ts z tx 1+,( )
d εx 1+
1
z
sx 1+
−
K tx 1+( )
1
z
sx 1+
−
2 q1⋅ K tx 1+( )3⋅
Ψ z tx 1+,( )
q1 K tx 1+( )3⋅
Λ ts.2+⋅
−= ,
 
(C.30)
 
 
d σ ts z tx 1+,( )
d sx 1+
z εx 1+⋅
K tx 1+( ) sx 1+( )2⋅
z εx 1+⋅
2 q1⋅ K tx 1+( )3⋅ sx 1+( )2⋅
Ψ z tx 1+,( )
q1 K tx 1+( )3⋅
Λ ts.2+⋅
−= .
 
(C.31)
 
Die angeschriebenen Stoffgesetze gelten gleichermaßen auch für den Feinbeton der Verstärkungsschicht 
mit seinen entsprechenden Materialparametern, hier entfällt lediglich die Abhängigkeit von z. Ferner ist 
in diesem Falle das modifizierte Materialmodell für Tension Stiffening nach Kapitel 2.1.1.2 mit Berück-
sichtigung der für anteilige Kurzzeitdehnungen von εB.v ≥ εctμ verbleibenden Resttragfähigkeit 
 
σB.v.ts.μ μ fct⋅=  
(C.32)
 
anzuwenden. Die in diesem Bereich noch konstant übertragbare Spannung σB.v.ts.μ ist von der vorhan-
denen Dehnung unabhängig, die partiellen Ableitungen sind demzufolge Null. 
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C.2.3 Bereichs-/ Integrationsgrenzen im Spannungsbild 
 
 
Die Bereichs-/ Integrationsgrenzen des Spannungsbildes für den Zeitpunkt tx+1 werden unter Verwendung 
der im aktuellen Iterationsschritt angenommenen Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1 gemäß den Ausfüh-
rungen in Kapitel 3.2.2.2 über den Ansatz der Stoffgesetze mit den an der jeweiligen Bereichsgrenze 
geforderten Spannungs- bzw. Dehnungswerten bestimmt, die nach der gesuchten Höhenlage z aufzulösen 
sind. Dies geschieht in allen Fällen numerisch mit Hilfe des NEWTONschen Näherungsverfahrens und den 
Ergebnissen zum Ausgangszeitpunkt tx als Startwerten. 
 
 
►  Bereichsgrenze zσ.0 am Übergang vom Druck- zum Zugbereich (Spannungsnullinie) 
 
Gemäß dem Ansatz nach Gleichung (3.17) wird die Variante verwendet, wonach die zum Zeitpunkt tx+1 
gemäß Materialmodell vorliegende Druckspannung gleich Null zu setzen ist : 
 
σd zσ.0 tx 1+,( )
Ψ zσ.0 tx 1+,( )
K tx 1+( )
Λd+
Ψ zσ.0 tx 1+,( )
p1 K tx 1+( )3⋅
Λd
2
+−= 0= .
 
(C.33)
 
Die Querschnittshöhenlage z verbirgt sich im Ausdruck Ψ(z,tx+1) unter anderem in Form des Spannungs-
bildes σB(z,tx) und der anteiligen Kriechdehnungsbilder εi(z,tx), welche durch Spline-Polynome vorliegen. 
Für einen angenommenen Näherungswert zσ.0 sind gemäß Gleichungen (C.20) und (C.21) die zugehörige 
Spannung sowie deren Ableitung zu bestimmen und mit Anwendung der Iterationsvorschrift 
 
zσ.0
i 1+( ) zσ.0
i( )
σd zσ.0 tx 1+,( )
d σd zσ.0 tx 1+,( )
d z
−=
 
(C.34)
 
schrittweise zu verbessern. Nach einigen Iterationsschritten ist die gesuchte Nullinienlage zσ.0 für den 
zugrunde gelegten Dehnungszustand zum Zeitpunkt tx+1 in Form von εx+1 und sx+1 gefunden. 
 
 
►  Bereichsgrenze zct1 am Übergang vom Zug- zum Tension Stiffening-Bereich 
 
Ausgehend vom Ansatz nach Gleichung (3.18) werden in einem ersten Schritt die Stoffgesetze für Zug 
und Tension Stiffening für den Zeitpunkt tx+1 gleichgesetzt 
 
σz zct1 tx 1+,( )
Ψ zct1 tx 1+,( )
1
cel
K tx 1+( )+
=
Ψ zct1 tx 1+,( )
K tx 1+( )
Λ ts.1+
Ψ zct1 tx 1+,( )
q1 K tx 1+( )3⋅
Λ ts.2+−=
 
(C.35)
 
und numerisch nach z ausgewertet (NEWTONsches Näheungsverfahren, s.o.). Anschließend ist für die an 
der ermittelten Stelle zct1 sich ergebende Spannung die Einhaltung der beiden Bedingungen aus Gleichung 
(3.18) zu prüfen, d.h. σz(zct1,tx+1) ist als erstes mit der zuvor anliegenden Spannung des Zeitpunktes tx       
zu vergleichen. Infolge eines Absinkens oder Ansteigens der Höhenlage zct1 kann es - rein rechnerisch ! - 
zu einer Zunahme der Betonspannung gegenüber dem vorausgegangenen Zeitpunkt kommen : 
 
σB zct1 tx,( ) σB zct1 tx 1+,( )< .
 
(C.36)
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Ist dies der Fall, so ist in einem zweiten Schritt die in der gerissenen Zugzone maximal noch übertragbare 
(bzw. anrechenbare) Spannung max σts als „rechte Seite“ in Gleichung (C.35) einzusetzen, da der einge-
prägte und irreversible Schädigungsgrad des Betons bestehen bleibt : 
 
σz zct1 tx 1+,( )
Ψ zct1 tx 1+,( )
1
cel
K tx 1+( )+
= max σ ts zct1( )= .
 
(C.37)
 
Nach erneuter numerischer Auswertung ist als zweite Bedingung die Einhaltung der Betonzugfestigkeit fct 
zu prüfen. Ist die nach Gleichung (C.37) errechnete Spannung σz(zct1,tx+1) > fct , so führt in einem dritten 
Schritt die Begrenzung der aufnehmbaren Betonzugspannung auf dessen Zugfestigkeit 
 
σz zct1 tx 1+,( )
Ψ zct1 tx 1+,( )
1
cel
K tx 1+( )+
= fct=
 
(C.38)
 
nach abermaliger numerischer Auswertung zur gesuchten Höhenlage zct1. Damit gelingt spätestens über 
den dritten Ansatz die Ermittlung der Bereichsgrenze für den Übergang von der ungerissenen Zugzone in 
den Bereich des Tension Stiffening. 
 
 
►  Bereichsgrenze zct2 = untere Grenze des Tension Stiffening-Bereiches 
 
Gemäß Gleichung (3.19) ist aus der Gesamtdehnung der mit Ψ bezeichnete Anteil der elastischen Kurz-
zeitdehnung zu isolieren und gleich dem oberen Grenzwert für Tension Stiffening εct2 zu setzen : 
 
Ψ zct2 tx 1+,( ) εx 1+ 1
zct2
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅
i
ε zct2 tx, tx 1+,( )∑−= εct2= .
 
(C.39)
 
Mittels numerischer Auflösung ergibt sich die gesuchte Höhenlage zct2. Dieser Wert markiert die untere 
Grenze der gerissenen Zugzone, in der noch dem Tension Stiffening-Effekt anrechenbare Spannungen 
übertragen werden können. Unterhalb der Höhenlage zct2 ist der Schädigungsgrad des Betons vollständig 
ausgeprägt, d.h. für z ≥ zct2 ist σts(z) = 0. Folglich kann der Bereich des Tension Stiffening im Zeitverlauf 
nicht nach unten absinken, und es ist die Einhaltung der folgenden Bedingung zu prüfen : 
 
zct2 tx 1+( ) zct2 tx( )≤ .
 
(C.40)
 
Sofern sich in Auswertung der Gleichung (C.39) - rein rechnerisch ! - ein größerer Wert für zct2 ergeben 
würde (das ist z.B. bei Entlastungsprozessen der Fall), dann ist die untere Bereichsgrenze für Tension 
Stiffening auf die Höhenlage zct2(tx) des vorausgegangenen Zeitpunktes tx zu begrenzen. 
 
 
►  Anpassung der Parameter qi im Stoffgesetz für Tension Stiffening 
 
Nach Kapitel 3.2.2.2, Anmerkung (2) sind infolge des sich zeitlich verändernden Bereiches für Tension 
Stiffening unter Berücksichtigung der fortschreitenden irreversiblen Betonschädigung die zugehörigen 
Parameter qi im Stoffgesetz so anzupassen, daß diese den im Zeitinkrement vorliegenden Spannungs-
verlauf auf Grundlage der mit den neuen Bereichsgrenzen korrespondierenden Dehnungsgrenzwerten 
wiedergeben (vgl. auch Bild 2.3). Damit ergibt sich der Kurzzeitanteil (Index „kz“) zu : 
 
σ ts.kz z tx 1+,( ) q1 tx 1+( ) εkz z tx 1+,( )2⋅ q2 tx 1+( ) εkz z tx 1+,( )⋅+ q3 tx 1+( )+= .
 
(C.41)
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Zur Bestimmung der drei Parameter qi werden die Randbedingungen in Form der bekannten (bzw. 
definierten) Dehnungen und Spannungen an den Bereichsgrenzen verwendet. In Höhenlage von zct1 gilt 
gleichfalls das Stoffgesetz für Zug (ungerissen), in Höhenlage von zct2 sind die Spannung und der Anteil 
der elastischen Kurzzeitdehnung gleich Null. Ferner befindet sich der Scheitelpunkt der Parabel an der 
unteren Grenze zct2 , so daß hier auch die erste Ableitung der Spannung Null ist. 
 
Für  z = zct1 gilt : σ1 σz zct1 tx 1+,( )= ε1 εel zct1 tx 1+,( )=
σ1
cel
= .,
 
(C.42 a, b)
 
Für  z = zct2 gilt : σ2
dσ2
d z
= 0= , ε2 εct2= .
 
 
(C.42 c,d)
 
Die Spannung σ1 ergibt sich nach Gleichung (C.24), und nach einigen Umformungen erhält man die 
folgenden angepaßten Parabelparameter : 
 
 q1 tx 1+( )
σ1
ε1
2
ε2
2
+ 2 ε1⋅ ε2⋅−
=
σ1
ε2 ε1−( )2
= ,
 
(C.43 a)
 
 q2 tx 1+( )
2− σ1⋅ ε2⋅
ε1
2
ε2
2
+ 2 ε1⋅ ε2⋅−
= 2− ε2⋅ q1 tx 1+( )⋅= ,
 
(C.43 b)
 
 q3 tx 1+( )
σ1 ε2
2
⋅
ε1
2
ε2
2 2 ε1⋅ ε2⋅−+
= ε2
2 q1 tx 1+( )⋅= .
 
(C.43 c)
 
Diese gelten jeweils für den betrachteten Zeitpunkt tx+1 mit dem dort vorliegenden Dehnungszustand, d.h. 
sie sind in jedem Zeitinkrement und hierbei wiederum in jedem Iterationsschritt neu zu bestimmen. 
 
 
 
C.2.4 Integration der Betonspannungen über den Querschnitt 
 
 
Analog dem Vorgehen bei der Bestimmung des Ausgangszustandes zum Zeitpunkt t0 (vgl. Anhang B.4) 
werden für die einzelnen Anteile der Betonspannungsintegrale die folgenden Bezeichnungen verwendet. 
 
FN.B.d , GM.B.d →    Spannungsintegrale für die Betondruckspannungen 
  
FN.B.z , GM.B.z →    Spannungsintegrale für die Betonzugspannungen im ungerissenen Bereich 
  
FN.B.ts , GM.B.ts →    Spannungsintegrale der anteiligen Betonzugspannungen infolge Tension Stiffening 
 
Die Integrationsgrenzen sind entweder die zuvor bestimmten Bereichsgrenzen oder - falls diese außerhalb 
des Querschnittes liegen sollten - die Querschnittshöhe h. Damit gilt : 
 
Druckbereich : 
z 0=
zd
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit    zd = zσ.0  (Spannungsnullinie) 
oder  zd = h     (Querschnitt vollständig überdrückt) 
 
Zug, ungerissen : 
z zd=
zz
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit    zz = zct1  (Grenze Zug - Tension Stiffening) 
oder  zz = h     (Querschnitt ungerissen) 
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Tension Stiffening : 
z zz=
zts
z....
⌠
⎮
⌡
d
 
mit    zts = zct2  (untere Bereichsgrenze Tension Stiffening) 
oder  zts = h     (wenn zct2 außerhalb des Querschnittes liegt) 
 
Nachfolgend sind alle Anteile der Betonspannungen des Basisquerschnittes für die beiden zugrunde 
liegenden Bestimmungsgleichungen der Gleichgewichtsbedingungen für Normalkraft und Biegemoment 
sowie deren benötigter partieller Ableitungen nach εx+1 und s x+1 zusammengestellt. Diese werden gemäß 
dem in Kapitel 3.2.2.3 beschriebenen Vorgehen mittels numerischer Quadratur ausgewertet. 
 
Liegen einzelne Integrale ganz oder teilweise außerhalb des Querschnittes, so wird dies in der programm-
technischen Umsetzung durch die zuvor definierten Integrationsgrenzen berücksichtigt. Nicht benötigte 
Anteile werden also auch nicht ausgewertet (Optimierung der Rechenzeit). 
 
 
►  Zusammenstellung der Betonspannungsintegrale in Gleichung (C.11) für N(tx+1) 
 
Es lauten die Spannungsintegrale für die Betondruckspannungen und deren partielle Ableitungen : 
 
 FN.B.d εx 1+ sx 1+,( ) b
z 0=
zd
zσd z tx 1+,( )
⌠⎮
⎮⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.20) 
 
] , (C.44 a)
 
 
d FN.B.d
d εx 1+
b
z 0=
zd
z
d σd z tx 1+,( )
d εx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.22) 
 
] , (C.44 b)
 
 
 
0
d FN.B.d
d sx 1+
b
z 0=
zd
z
d σd z tx 1+,( )
d sx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.23) 
 
] . (C.44 c)
 
Die Integrale für die Betonzugspannungen im Bereich der ungerissenen Zugzone sowie deren partielle 
Ableitungen berechnen sich zu : 
 
 FN.B.z εx 1+ sx 1+,( ) b
z zd=
zz
zσz z tx 1+,( )
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.24) 
 
] , (C.45 a)
 
 
 
d FN.B.z
d εx 1+
b
z zd=
zz
z
d σz z tx 1+,( )
d εx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.26) 
 
] , (C.45 b)
, 
 
d FN.B.z
d sx 1+
b
z zd=
zz
z
d σz z tx 1+,( )
d sx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.27) 
 
] . (C.45 c)
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Die Integrale für die anrechenbaren Betonspannungen im Bereich des Tension Stiffening sowie deren 
partielle Ableitungen brechnen sich zu : 
 
 FN.B.ts εx 1+ sx 1+,( ) b
z zz=
zts
zσ ts z tx 1+,( )
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.28) 
 
] , (C.46 a)
 
 
 
 
d FN.B.ts
d εx 1+
b
z zz=
zts
z
d σ ts z tx 1+,( )
d εx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.30) 
 
] , (C.46 b)
, 
 
d FN.B.ts
d sx 1+
b
z zz=
zts
z
d σ ts z tx 1+,( )
d sx 1+
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.31) 
 
] . (C.46 c)
 
 
►  Zusammenstellung der Betonspannungsintegrale in Gleichung (C.12) für MR(tx+1) 
 
In analoger Weise werden die Integrale für die Biegemomentengleichung ausgewertet. Hierbei ist jeweils 
die aktuelle Höhenlage z mit einzumultiplizieren. Damit lauten die Anteile für den Druckbereich : 
 
 GM.B.d εx 1+ sx 1+,( ) b
z 0=
zd
zz σd z tx 1+,( )⋅
⌠⎮
⎮⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.20) 
 
] , (C.47 a)
 
 
d GM.B.d
d εx 1+
b
z 0=
zd
zz
d σd z tx 1+,( )
d εx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.22) 
 
] , (C.47 b)
 
 
 
 
0
d GM.B.d
d sx 1+
b
z 0=
zd
zz
d σd z tx 1+,( )
d sx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.23) 
 
] . (C.47 c)
 
Die Integrale für die Betonzugspannungen im Bereich der ungerissenen Zugzone sowie deren partielle 
Ableitungen berechnen sich zu : 
 
 GM.B.z εx 1+ sx 1+,( ) b
z zd=
zz
zz σz z tx 1+,( )⋅
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅= ....=
 
[  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.24) 
 
] , (C.48 a)
 
 
d GM.B.z
d εx 1+
b
z zd=
zz
zz
d σz z tx 1+,( )
d εx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.26) 
 
] , (C.48 b)
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d GM.B.z
d sx 1+
b
z zd=
zz
zz
d σz z tx 1+,( )
d sx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.27) 
 
] . (C.48 c)
 
Die Integrale für die anrechenbaren Betonspannungen im Bereich des Tension Stiffening sowie deren 
partielle Ableitungen berechnen sich zu : 
 
 GM.B.ts εx 1+ sx 1+,( ) b
z zz=
zts
zz σ ts z tx 1+,( )⋅
⌠
⎮
⎮⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.28) 
 
] , (C.49 a)
 
 
d GM.B.ts
d εx 1+
b
z zz=
zts
zz
d σ ts z tx 1+,( )
d εx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.30) 
 
] , (C.49 b)
 
 
 
 
d GM.B.ts
d sx 1+
b
z zz=
zts
zz
d σ ts z tx 1+,( )
d sx 1+
⋅
⌠
⎮
⎮
⎮
⌡
d⋅= ....= [  numerische Auswertung      gemäß Gl. (C.31) 
 
] . (C.49 c)
 
 
 
C.2.5 Anteile der Bewehrungslage 
 
 
Im nächsten Schritt sind die in den Gleichgewichtsbedingungen enthaltenen Anteile für die Stahl-
bewehrung zu erfassen. Auch diese werden in Abhängigkeit von den Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1 
formuliert, und ebenso werden deren partielle Ableitungen ermittelt. Die eingelegten Zugzonen- und 
Druckzonenbewehrungen werden gemeinsam mit dem Index „Bew“ zusammengefaßt. Damit entsprechen 
die folgenden Gleichungen denjenigen zum Ausgangszeitpunkt t0 (vgl. Anhang B.4). 
 
Es lauten die Anteile in Gleichung (C.11) für die Normalkraft N(tx+1) : 
 
 FN.BSt εx 1+ sx 1+,( ) EBew ABew⋅ εx 1+⋅ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
 
(C.50 a)
 
d FN.BSt
d εx 1+
EBew ABew⋅ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
d FN.BSt
d sx 1+
EBew ABew⋅ hBew⋅
εx 1+
sx 1+( )2
⋅= .
 
(C.50 b, c)
 
 
Es lauten die Anteile in Gleichung (C.12) für das Biegemoment MR(tx+1) : 
 
 GM.BSt εx 1+ sx 1+,( ) EBew ABew⋅ hBew⋅ εx 1+⋅ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
 
(C.51 a)
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d GM.BSt
d εx 1+
EBew ABew⋅ hBew⋅ 1
hBew
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
 
(C.51 b)
 
 
d GM.BSt
d sx 1+
EBew ABew⋅ hBew
2⋅
εx 1+
sx 1+( )2
⋅= .
 
(C.51 c)
 
 
 
C.2.6 Anteile der textilbewehrten Verstärkungsschicht 
 
 
In Fortführung der bereits verwendeten Namensgebung werden die Anteile der Verstärkungsschicht in 
den Gleichgewichtsbedingungen wie folgt bezeichnet : 
 
FN.B.v , GM.B.v →    Spannungsanteile für den Feinbeton der Verstärkungsschicht 
  
FN.F  ,  GM.F →    Spannungsanteile für die textile Faserlage 
 
Der Feinbeton der Verstärkungsschicht soll gemäß den in Kapitel 3.1 formulierten Annahmen als eine 
Schicht ohne weitere Unterteilung in Höhenrichtung betrachtet werden. Seine Schwerpunktslage wird in 
Schichtmitte angenommen, was gleichzeitig auch der Schwerpunktslage der Faserbewehrung entspricht. 
Damit gilt der in Bild C.1 von der Querschnittsoberseite aus angetragene Abstand hF gleichermaßen als 
Hebelarm für diese beiden Komponenten. 
 
Für den Betonanteil der Verstärkungsschicht bestimmt sich das zugrunde zu legende Materialmodell nach 
der vorhandenen Dehnung, und zwar der anteiligen Kurzzeitdehnung. Diese ergibt sich aus der Gesamt-
dehnung abzüglich der Dehnungsdifferenz zum Basisquerschnitt Δεv nach Gleichung (C.4) und abzüglich 
aller zeitabhängigen Dehnungsanteile aus Kriechen und Schwinden : 
 
εel.B.v tx 1+( ) εx 1+ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅ Δεv−
i
εks tx tx 1+,( )∑−= .
 
(C.52)
 
Im Anteil Σεks sind über den Summationsindex „i“ analog der Vorgehensweise für den Beton des Basis-
querschnittes alle Dehnungsanteile aus Kriechen und Schwinden für die im Materialmodell eingebauten 
Elemente zusammengefaßt (vgl. Kapitel 2.1.6). Folglich sind all diese Dehnungsanteile sowie die zum 
vorausgegangenen Zeitpunkt tx in der Verstärkungsschicht vorliegende Spannung bereitzuhalten. 
 
Nach Auswertung von Gleichung (C.52) können die folgenden vier Fälle unterschieden und die jeweils 
zugehörige Spannung im Beton der Verstärkungsschicht bestimmt werden. Die Variante für Druck ist 
dabei nur der Vollständigkeit halber mit angegeben, dies wird i.d.R. nicht relevant sein. 
 
Druck : εel.B.v tx 1+( ) 0<
 
→ σB.v.d tx 1+( )
 
nach Gleichung (2.20) 
 
Zug, ungerissen : 0 εel.B.v tx 1+( )≤ εct1.v≤
 
→ σB.v.z tx 1+( )
 
nach Gleichung (2.24) 
 
Tension Stiffening : εct1.v εel.B.v tx 1+( )< εct.μ.v≤
 
→ σB.v.ts tx 1+( )
 
nach Gleichung (2.28) 
 
Resttragfähigkeit : εel.B.v tx 1+( ) εct.μ.v>
 
→ σB.v.ts.μ tx 1+( ) nach Gleichung (3.32) 
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Nach Berechnung der in der Verstärkungsschicht vorhandenen Spannung σB.v(tx+1) sowie der zugehörigen 
partiellen Ableitungen analog dem Vorgehen gemäß Kapitel C.2.2 können die jeweiligen Anteile in 
Gleichung (C.11) für die Normalkraft N(tx+1) : 
 
FN.B.v εx 1+ sx 1+,( ) σB.v tx 1+( ) AB.v⋅= ,
 
(C.53 a)
 
d FN.B.v
d εx 1+
d σB.v tx 1+( )
d εx 1+
AB.v⋅= ,
d FN.B.v
d sx 1+
d σB.v tx 1+( )
d sx 1+
AB.v⋅= ,
 
(C.53 b, c)
 
sowie die Anteile in Gleichung (C.12) für das Biegemoment MR(tx+1) bestimmt werden : 
 
GM.B.v εx 1+ sx 1+,( ) σB.v tx 1+( ) AB.v⋅ hF⋅= ,
 
(C.54 a)
 
d GM.B.v
d εx 1+
d σB.v tx 1+( )
d εx 1+
AB.v⋅ hF⋅= ,
d GM.B.v
d sx 1+
d σB.v tx 1+( )
d sx 1+
AB.v⋅ hF⋅= .
 
(C.54 b, c)
 
 
Die Spannungsanteile für die textile Faserbewehrung berechnen sich auf der Grundlage ihres linear ela-
stisch angenommenen Materialverhaltens (analog Stahlbewehrung) über die vorhandene Dehnung in der 
Verstärkungsschicht. Dabei ist wieder die Dehnungsdifferenz Δεv zur Unterseite des Basisquerschnittes 
zu beachten. Im Ergebnis werden auch diese Anteile in Abhängigkeit des zum Zeitpunkt tx+1 vorliegenden 
Dehnungszustandes, ausgedrückt durch dessen Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1, angeschrieben. 
 
Es ergibt sich der Anteil in Gleichung (C.11) für die Normalkraft N(tx+1) : 
 
 FN.F εx 1+ sx 1+,( ) EF AF⋅ εx 1+ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅ Δεv−
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅= ,
 
(C.55 a)
 
d FN.F
d εx 1+
EF AF⋅ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
d FN.F
d sx 1+
EF AF⋅ hF⋅
εx 1+
sx 1+( )2
⋅= ,
 
(C.55 b, c)
 
 
sowie der Anteil in Gleichung (C.12) für das Biegemoment MR(tx+1) : 
 
 GM.F εx 1+ sx 1+,( ) EF AF⋅ hF⋅ εx 1+ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅ Δεv−
⎡⎢
⎢⎣
⎤⎥
⎥⎦
⋅= ,
 
(C.56 a)
 
d GM.F
d εx 1+
EF AF⋅ hF⋅ 1
hF
sx 1+
−
⎛⎜
⎜⎝
⎞⎟
⎟⎠
⋅= ,
d FN.F
d sx 1+
EF AF⋅ hF
2⋅
εx 1+
sx 1+( )2
⋅= .
 
(C.56 b, c)
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C.2.7 Lösung mit dem NEWTONschen Näherungsverfahren 
 
 
Nach Bestimmung aller Anteile für Basisquerschnitt, Stahlbewehrung und textilbewehrte Verstärkungs-
schicht werden diese gemäß den Gleichungen (3.21) und (3.22) aufsummiert. Damit erhält man die 
beiden Bestimmungsgleichungen für das NEWTONsche Näherungsverfahren für die Unbekannten εx+1 und 
sx+1 in der folgenden Form : 
 
 F εx 1+ sx 1+,( ) N tx 1+( )− FN.B.d+ FN.B.z+ FN.B.ts+ FN.BSt+ FN.B.v+ FN.F+= 0= ,
 
(C.57)
 
 G εx 1+ sx 1+,( ) MR tx 1+( )− GM.B.d+ GM.B.z+ GM.B.ts+ GM.BSt+ GM.B.v+ GM.F+= 0= .
 
(C.58)
 
 
In gleicher Weise sind die partiellen Ableitungen in den Gleichungen für F und G aufzusummieren : 
 
 
d F
d εx 1+
FN.B.d
d εx 1+
FN.B.z
d εx 1+
+
FN.B.ts
d εx 1+
+
FN.BSt
d εx 1+
+
FN.B.v
d εx 1+
+
FN.F
d εx 1+
+= ,
 
(C.59 a)
 
 
d F
d sx 1+
FN.B.d
d sx 1+
FN.B.z
d sx 1+
+
FN.B.ts
d sx 1+
+
FN.BSt
d sx 1+
+
FN.B.v
d sx 1+
+
FN.F
d sx 1+
+= ,
 
(C.59 b)
 
 
d G
d εx 1+
GM.B.d
d εx 1+
GM.B.z
d εx 1+
+
GM.B.ts
d εx 1+
+
GM.BSt
d εx 1+
+
GM.B.v
d εx 1+
+
GM.F
d εx 1+
+= ,
 
(C.60 a)
 
 
d G
d sx 1+
GM.B.d
d sx 1+
GM.B.z
d sx 1+
+
GM.B.ts
d sx 1+
+
GM.BSt
d sx 1+
+
GM.B.v
d sx 1+
+
GM.F
d sx 1+
+= .
 
(C.60 b)
 
Gemäß dem bereits in Anhang B.4 praktizierten Vorgehen führt die Anwendung der Iterationsvorschriften 
 
 
 
 
εx 1+ εx 1+( ) i( )=
sx 1+ sx 1+( ) i( )=    
εx 1+( ) i 1+( ) εx 1+( ) i( )
G εx 1+ sx 1+,( ) d Fd sx 1+⋅ F εx 1+ sx 1+,( )
d G
d sx 1+
⋅−
d F
d εx 1+
d G
d sx 1+
⋅
d F
d sx 1+
d G
d εx 1+
⋅−
+= (C.61)
 
 
 
 
εx 1+ εx 1+( ) i( )=
sx 1+ sx 1+( ) i( )=    
sx 1+( ) i 1+( ) sx 1+( ) i( )
G εx 1+ sx 1+,( ) d Fd εx 1+⋅ F εx 1+ sx 1+,( )
d G
d εx 1+
⋅−
d F
d sx 1+
d G
d εx 1+
⋅
d F
d εx 1+
d G
d sx 1+
⋅−
+= (C.62)
 
zu einer Verbesserung der eingangs angenommenen Werte für εx+1 und sx+1. Mit diesen sind die einzelnen 
Schritte gemäß Kapitel C.2.3 bis C.2.7 erneut durchzuführen. D.h. beginnend mit der Bestimmung der 
Bereichsgrenzen des Spannungsbildes, über die Integration der Betonspannungen und der Berechnung 
aller weiteren zugehörigen Anteile (nebst partieller Ableitungen) sind die Gleichgewichtsbedingungen 
(Gleichungen C.57 und C.58) erneut auszuwerten. Das führt schrittweise zu verbesserten Ergebnissen, bis 
nach einigen Iterationen mit zu definierenden Konvergenz- bzw. Abbruchkriterien ein Gleichgewicht am 
Querschnitt erreicht und so der zugehörige Dehnungszustand in Form von εx+1 und sx+1 ermittelt ist. 
 
und 
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C.3 Nachlaufrechnung 
 
 
Analog dem Vorgehen bei der Bestimmung des Anfangszustandes zum Zeitpunkt t0 (vgl. Anhang B.5) 
sind nach Ermittlung des gesuchten Dehnungszustandes zum Zeitpunkt tx+1 der zugehörige Spannungs-
zustand des Basisquerschnittes sowie die Spannung im Feinbeton der Verstärkungsschicht zu ermitteln. 
Weiterhin sind für diese beiden Komponenten deren anteiligen Dehnungen für Fließ- und verzögert 
elastische Verformung für alle zeitabhängigen Elemente des Materialmodells zu bestimmen. 
 
Die Spannungen in Stahl- und textiler Faserbewehrung können ebenfalls nach jedem Zeitinkrement im 
Zuge der Nachlaufrechnung ausgegeben werden, sofern dies für die Auswertung gewünscht wird. Für die 
Durchführung der Berechnung des nachfolgenden Zeitinkrements ist dies aufgrund des linear elastischen 
und zeitunabhängigen Ansatzes jedoch nicht erforderlich. 
 
 
 
C.3.1 Bestimmung des neuen Spannungsbildes des 
Betonquerschnittes 
 
 
Mittels der bereichsweise geltenden Stoffgesetze für Druck, Zug (ungerissen) und Tension Stiffening 
lassen sich aus den jeweiligen Dehnungen und mit Kenntnis des zum vorausgegangenen Zeitpunkt tx 
vorliegenden Dehnungs- und Spannungszustandes die Betonspannungen über die Höhe des Basis-
querschnittes berechnen. Diese sind entsprechend den Ausführungen in Kapitel 3.2.2.6 intervallweise 
über Spline-Funktionen darzustellen : 
 
σB z εx 1+, sx 1+,( ) σ spl. z( )= k0 k1 z⋅+ k2 z2⋅+ k3 z3⋅+= .
 
(C.63)
 
Zur Bestimmung der Spline-Parameter sind insgesamt vier Randbedingungen erforderlich. Dabei können 
die nachfolgend beschriebenen Varianten angewandt werden : 
 
(1) Es werden insgesamt vier Wertepaare z und σ(z) berechnet. Hierfür wählt man zweckmäßiger-
weise Intervallanfang und -ende sowie die beiden Drittelspunkte. 
 
(2) Es werden die Spannung an Intervallanfang und -ende sowie die dort vorliegenden Ableitungen 
(Anstieg) bestimmt. Mit dieser Methode erhält man einen besonders harmonischen Anschluß von 
einem Spline zum nächsten, sie kann jedoch nicht an Unstetigkeitsstellen, wie z.B. am „Knick“ in 
der Höhenlage von zct1 (Übergang Zug, ungerissen - Tension Stiffening), angewandt werden. 
 
(3) In Kombination von Variante (1) und (2) können auch die Spannungen an Intervallanfang, -ende 
und -mitte sowie die entsprechende Ableitung der Spannung am Anfang oder Ende des Intervalls 
zur Parameterbestimmung genutzt werden. 
 
Beispielhaft soll Variante (1) kurz aufgezeigt werden. Hierzu sind für ein Spline-Intervall der Höhe Δzspl. 
zunächst die zugrunde gelegten Randbedingungen festzuhalten. 
 
 
Intervall-Anfang : 
 
z za=  
 
→ σa k0 k1 za⋅+ k2 za
2⋅+ k3 za
3⋅+=  
 
(C.64 a)
 
 
Drittelspunkt bei 1/3 Δzspl. : 
 
z zb=  
 
→ σb k0 k1 zb⋅+ k2 zb
2⋅+ k3 zb
3⋅+=  
 
(C.64 b)
 
 
Drittelspunkt bei 2/3 Δzspl. : 
 
z zc=  
 
→ σc k0 k1 zc⋅+ k2 zc
2⋅+ k3 zc
3⋅+=  
 
(C.64 c)
 
 
Intervall-Ende : 
 
z zd=  
 
→ σd k0 k1 zd⋅+ k2 zd
2⋅+ k3 zd
3⋅+=  
 
(C.64 d)
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Die Gleichungen (C.62 a-d) bilden ein lineares Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten. Sind an 
den vorgegebenen z-Koordinaten die anliegenden Spannungen σa bis σd berechnet, so führt die Auswer-
tung zu den gesuchten Spline-Parametern ki : 
 
 k0
σa zb⋅ zc⋅ zd⋅
za zb−( ) za zc−( )⋅ zd za−( )⋅
σb za⋅ zc⋅ zd⋅
zb za−( ) zb zc−( )⋅ zd zb−( )⋅
+ ....+=
 
(C.65)
  
 ....
σc za⋅ zb⋅ zd⋅
zc za−( ) zc zb−( )⋅ zd zc−( )⋅
+
σd za⋅ zb⋅ zc⋅
zd za−( ) zd zb−( )⋅ zc zd−( )⋅
+ ,
 
 
 k1
σb zc⋅ zd⋅
zb zb
2 zc zd⋅+ zb zc⋅− zb zd⋅−( )⋅
σc zb⋅ zd⋅
zc zb zc−( )⋅ zd zc−( )⋅
+ ....+=
 
(C.66)
  
 ....
σd zb⋅ zc⋅
zd zd zb−( )⋅ zd zc−( )⋅
+
k0 zb zc⋅ zb zd⋅+ zc zd⋅+( )⋅
zb zc⋅ zd⋅
− ,
 
 
 k2
σc zd
3⋅ σd zc
3⋅− k0 zc
3 zd
3−( )⋅+ k1 zd zc3⋅ zc zd3⋅−( )⋅+
zc
2 zd
2⋅ zd zc−( )⋅
= ,
 
(C.67)
 
 k3
σd k0−
zd
3
k1
zd
2
−
k2
zd
−= .
 
(C.68)
 
Für die in Bild 3.7 vorgesehenen 10 Spline-Intervalle ergeben sich nach dem o.a. Vorgehen 40 Parameter 
zuzüglich der Bereichsgrenzen zσ.o, zct1, zct2 und den Bestimmungsgrößen für den Dehnungszustand εx+1 
und sx+1. Diese sind zusammgefaßt zu einem Datensatz abzuspeichern. 
 
 
 
C.3.2 Bestimmung der anteiligen Kriechdehnungen 
 
 
Neben dem Spannungsbild des Betonquerschnittes sind weiterhin alle zeitveränderlichen Dehnungsanteile 
aus Fließen und verzögert elastischer Verformung zu bestimmen und ebenfalls über Spline-Funktionen zu 
approximieren. Hierfür sind zunächst die mit den Bereichsgrenzen Druck - Zug (ungerissen) und Zug - 
Tension Stiffening korrespondierenden z-Grenzen zu bestimmen, da diese infolge der vorhandenen 
Dehngeschwindigkeiten in der Regel nicht mit den Grenzen des Spannungsbildes zusammenfallen. 
Lediglich das untere Ende der gerissenen Zugzone bei zct2 ist identisch mit der Untergrenze in den betref-
fenden Teildehnungsbildern, da unterhalb dieses Bereiches vollständig gerissener Beton vorliegt und 
demzufolge hier keinerlei Kriechdehnungen mehr auftreten können. 
 
Zunächst sind die Ansätze aus Kapitel 2.1.6 für die betreffenden Dehnungsanteile um die Abhängigkeit 
von der Querschnittshöhenlage z zu ergänzen. Die gemäß dem Materialmodell enthaltenen Anteile aus 
Fließdehnung εfl.i(z,tx+1) berechnen sich zu : 
 
εfl.i z tx 1+,( ) Ifl.i z t0, tx,( ) 1dF.i tx( ) σ z tx,( )⋅
1
dF.i tx 1+( )
σ z tx 1+,( )⋅+⎛⎜
⎝
⎞
⎟
⎠
Δt
2
⋅+=
 
(C.69)
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und die Anteile für die verzögert elastische Verformung εv.el.j(z,tx+1) zu : 
 
εv.el.j z tx 1+,( ) e
cj−
dj
tx 1+⋅
Iv.el.j z t0, tx,( )
1
dj
e
cj
dj
tx⋅
σ z tx,( )⋅ e
cj
dj
tx 1+⋅
σ z tx 1+,( )⋅+
⎛
⎜
⎜
⎝
⎞
⎟
⎟
⎠
⋅
Δt
2
⋅+
⎡
⎢
⎢
⎣
⎤
⎥
⎥
⎦
⋅= .
 
(C.70)
 
Darin repräsentieren die Größen Ifl.i(z,t0,tx) und Iv.el.j(z,t0,tx) jeweils die numerisch aufsummierten Integrale 
vom (Erst-)Belastungsbeginn t0 bis zum Anfangszeitpunkt tx des betrachteten Inkrementes, d.h. die zu 
diesem Zeitpunkt vorhandenen jeweiligen Teildehnungen εi,j(z,tx) der einzelnen Elemente des Material-
modells. Diese liegen in ihrem Verlauf über die Querschnittshöhe ebenfalls als Spline-Approximation 
vor. Die Spannungen σ(z,tx+1) können im aktuellen Zeitinkrement unmittelbar aus den Stoffgesetzen oder 
alternativ auch aus den bereits ermittelten Splines berechnet werden. 
 
In einem ersten Schritt werden die Gleichungen (C.69) und (C.70) zu Null gesetzt und numerisch nach z 
aufgelöst. Das Vorgehen entspricht der Ermittlung der Spannungsnullinienlage zσ.0 und erfolgt mittels des 
NEWTONschen Näherungsverfahrens (vgl. Kapitel C.2.3). Im nächsten Schritt ist die mit dem Übergang 
Zug (ungerissen) - Tension Stiffening korrespondierende Bereichsgrenze zu bestimmen. Analog der Form 
des Spannungsbildes entsteht in den Teildehnungsbildern auch hier ein „Knick“, der z.B. mittels nume-
rischer Auswertung (Vorzeichenwechsel im Anstieg) identifiziert werden kann. 
 
Sind die Bereichsgrenzen ermittelt, erfolgt die intervallweise Approximation durch Spline-Funktionen 
 
εi z εx 1+, sx 1+,( ) εspl. z( )= k0 k1 z⋅+ k2 z2⋅+ k3 z3⋅+=  (C.71)
 
wieder über das in Kapitel C.3.1 beschriebene Vorgehen mit geeigneter Wahl von vier erforderlichen 
Randbedingungen zur Bestimmung der Parameter ki. 
  
Für das in Kapitel 2.1.6 diskretisierte Materialmodell mit einem Fließdämpfer und zwei nachgeschalteten 
Feder-Dämpfer-Einheiten (siehe Bild 2.12) sind damit weitere 126 Zahlenwerte (3 x 40 Spline-Parameter 
sowie 3 x 2 Bereichsgrenzen) dem Datensatz für die betreffende Querschnittsstelle hinzuzufügen. 
 
 
 
C.3.3 Erforderliche Größen für die Verstärkungsschicht 
 
 
Da der Feinbeton der Verstärkungsschicht gleichermaßen zeitabhängigem Materialverhalten unterliegt, 
sind für diesen neben der vorhandenen Spannung ebenso alle zeitabhängigen Dehnungsanteile gemäß 
dem verwendeten Materialmodell für den berechneten Zeitpunkt tx+1 zu erfassen. 
 
Die Spannung σB.v(tx+1) bestimmt sich nach dem entsprechenden Stoffgesetz und wurde im Zuge der 
durchgeführten Berechnung bereits in jedem Iterationsschritt ermittelt (vgl. Kapitel C.2.6). Die anteiligen 
Kriechdehnungen für Fließverformung εfl.i.v(tx+1) und verzögert elastische Verformung εv.el.j.v(tx+1) werden 
gemäß den Gleichungen (2.14) und (2.15) mit den entsprechenden Materialparametern der Verstärkungs-
schicht berechnet. 
 
Alle ermittelten Größen der Verstärkungsschicht beziehen sich auf deren in der Mitte angenommene 
Schwerpunktslage, d.h. die Höhenlage hF. Sie werden unter Vernachlässigung der Schichtdicke für die 
gesamte Verstärkungsschicht als konstant betrachtet. Damit sind für das zugrunde gelegte Materialmodell 
mit drei zeitabhängigen Elementen insgesamt vier Werte (Spannung und 3 x anteilige Kriechdehnung) zur 
Abbildung des Spannungs-Dehnungs-Zustandes pro Zeitinkrement bereitzuhalten und dem Datensatz für 
die betreffende Querschnittsstelle anzufügen. 
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C.4 Anmerkungen 
 
 
Der vorgestellte Algorithmus zur Berechnung der zeitveränderlichen Dehnungen und Spannungen infolge 
der Wirkungen von Kriechen und Schwinden im Zeitinkrement erfordert aufgrund des nichtlinearen 
Materialverhaltens des Betons sowie der zugrunde gelegten diskretisierten zeitabhängigen Material-
modelle eine numerisch-iterative Lösungsstrategie und einen damit verbundenen hohen Aufwand an 
Datenhaltung. Neben der numerischen Auswertung der beiden Äquivalenzbedingungen für den Gleichge-
wichtszustand von Normalkraft und Biegemoment am Querschnitt („Haupt-Bestimmungsgleichungen“) 
sind ebenfalls innerhalb eines jeden Iterationsschrittes zahlreiche weitere Teilprobleme nur durch 
numerische Lösungsverfahren zu bewältigen. Die Anwendung numerischer Verfahren ist dabei immer ein 
Kompromiß zwischen Qualität, d.h. Genauigkeit der Ergebnisse und dem damit verbundenen Rechen-
(zeit)aufwand. Deshalb soll nachfolgend auf die wesentlichen Aspekte, die diese beiden genannten 
Punkte maßgeblich beeinflussen, kurz eingegangen werden. 
 
 
►  Geeignete Wahl des Näherungsverfahrens 
 
Bei allen numerisch zu bestimmenden Näherungslösungen wurde im Rahmen dieser Arbeit das NEWTON- 
bzw. NEWTON-RAPHSON-Verfahren verwendet. Es ist zur Auswertung einzelner nichtlinearer Gleichungen 
und auch für nichtlineare Gleichungssysteme sehr gut geeignet. Voraussetzung für dessen Anwendung ist 
die Kenntnis von ungefähren Startwerten für die gesuchte Lösung, außerdem müssen die entsprechenden 
Bestimmungsgleichungen differenzierbar sein. Auf eine Ableitung der Integrationsgrenzen in den Beton-
spannungsintegralen wurde auch hier verzichtet, vgl. diesbezüglich Anmerkung in Kapitel B.5. 
 
Das NEWTON-Verfahren arbeitet numerisch stabil und zeigt in der Regel eine schnelle Konvergenz der 
nach jedem Iterationsschritt verbesserten Lösungswerte. Meist werden schon nach wenigen Rechen-
schritten die definierten Konvergenz- bzw. Abbruchkriterien erreicht. 
 
 
►  Erfüllung des Gleichgewichtszustandes für N(tx+1) und MR(tx+1) 
 
Der in Form der Gleichungen (C.11) und (C.12) formulierte Lösungsansatz über das geltende Gleichge-
wicht für die am Querschnitt vorhandenen äußeren Schnittgrößen mit den im Inneren wirkenden Spannungen 
aller beteiligten Querschnittskomponenten bildet die Ausgangsbasis für die gesamte Berechnung. Damit 
hat die Erfüllung dieser beiden Gleichungen oberste Priorität. 
 
Für die programmtechnische Umsetzung ist es erforderlich, in den Iterationsschleifen eine „angestrebte 
Genauigkeit“ mit zugehörigen Konvergenz- bzw- Abbruchkriterien zu definieren. Dabei hat sich bezüglich 
der relativen Veränderungen der beiden Bestimmungsgrößen εx+1 und sx+1 eine Größenordnung von ≤ 10-10 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten als praktikabel erwiesen. Damit ist sichergestellt, 
daß die im Zeitverlauf stattfindenden, sehr kleinen Veränderungen wirklichkeitsnah genug erfaßt werden 
können. Bedenkt man, daß für eine Langzeitbetrachtung über einige Jahrzehnte mehrere tausend Zeit-
inkremente Schritt für Schritt zu durchlaufen sind, würden sich sonst die Abweichungen bei Verringerung 
der o.g. Kriterien recht schnell aufsummieren und so die Qualität der Ergebnisse, die erst nach langen 
Zeiträumen wirklich interessant sind, nachhaltig beeinträchtigen. 
 
Mit dem gewählten Ansatz genügen meist vier bis fünf Iterationsschritte, bis der gesuchte Dehnungs- und 
Spannungszustand nach den o.a. Vorgaben ermittelt ist. In einigen Fällen kann es dennoch passieren, daß 
die angestrebte Genauigkeit auch nach einer Vielzahl von Iterationsschritten nicht erreicht wird und           
die Näherungslösungen einen gewissen Streubereich aufweisen. Die Ursache hierfür liegt in zu großen 
Veränderungen im Zeitinkrement, sowohl bezüglich der Wirkungen des Kriechens und Schwindens als 
auch bei Belastungsänderungen. Die Annahme eines im Inkrement linearen Verlaufs ist dann nicht mehr 
gegeben. Zur Behebung sind die Inkrementschrittweiten zu verkleinern, und in der programmtechnischen 
Umsetzung empfiehlt es sich, eine maximale Anzahl von Iterationsschritten zu definieren, um eine 
numerische Stabilität sicherzustellen und „Endlos-Schleifen“ zu vermeiden. 
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►  Bereichs-/ Integrationsgrenzen des Spannungsbildes für den Basisquerschnitt 
 
Die in jedem Iterationsschritt neu zu berechnenden Höhenlagen zσ.0, zct1 und zct2 grenzen die anschließend 
zu ermittelnden Betonspannungsintegrale ein und bilden die Grundlage für die Auswertung der Äquiva-
lenzbedingungen für den Gleichgewichtszustand. Zweckmäßigerweise sollte deshalb die vorgegebene 
Genauigkeit für deren numerische Bestimmung in derselben Größenordnung liegen, wie für die Iteration 
des Gleichgewichtszustandes selbst. Unter Beachtung der verwendeten Dimensionen und mit Blick auf 
die üblichen Querschnittshöhen im drei- bis vierstelligen [mm]-Bereich entspricht das einer definierten 
Abbruchschranke bei 10-15. Es genügen meist vier bis fünf Iterationsschritte, um dies zu erreichen. In der 
programmtechnischen Umsetzung empfiehlt sich auch hier eine Begrenzung der Schleifendurchläufe, 
falls die angestrebte Genauigkeit dennoch verfehlt wird. 
 
 
►  Numerische Integration der Betonspannungen 
 
Ein erheblicher Teil des Rechenzeitaufwandes in jedem Iterationsschritt entfällt auf die bereichsweise 
Auswertung der Betonspannungsintegrale mittels des in Kapitel 3.2.2.3 beschriebenen Vorgehens der 
numerischen Quadratur. Der Einfluß auf die Qualität der Ergebnisse ist jedoch relativ gering, so daß eine 
sehr feine Unterteilung in viele dünne Streifen keine nennenswerten Vorteile bringt. Dies begründet sich 
dadurch, daß die Form des Spannungsbildes eine nur geringe Krümmung aufweist und damit schon in 
recht „groben“ Bereichen nahezu linear verläuft. In der programmtechnischen Umsetzung empfiehlt es 
sich, die Integralstreifendicke variabel zu halten, um sie ggf. bei sehr kleinen oder großen Quer-
schnittshöhen anpassen zu können. In den Berechnungsbeispielen dieser Arbeit wurde überwiegend mit 
einer Unterteilung von Δz = 0,1 mm gerechnet. 
 
Alternativ zum o.a. Vorgehen könnte die Integration der Betonspannungsintegrale z.B. auch mit Hilfe der 
GAUSS-Quadratur erfolgen. Ebenso wäre es möglich, im Vorfeld der durchzuführenden Integration in 
jedem Iterationsschritt das „neue“ Spannungsbild σB(z,tx+1) abschnittsweise über Splines zu approxi-
mieren und diese anschließend analytisch zu integrieren. Hierzu wären vorab entsprechende Stützstellen 
zu berechnen und aus diesen die Spline-Parameter zu bestimmen. Inwieweit sich mit diesen Methoden die 
Rechenzeit optimieren läßt, wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. 
 
 
►  Bereichsgrenzen der anteiligen Kriechdehnungsbilder 
 
Die mit den Bereichsgrenzen des Spannungsbildes korrespondierenden Grenzen für die in der Gesamt-
dehnung enthaltenen zeitveränderlichen Anteile aus Fließverformung und verzögert elastischer Verformung 
sind zum Ausgangszeitpunkt t0 der Lastaufbringung zunächst mit denen des Spannungsbildes identisch. 
Sie driften anschließend infolge der vorhandenen Dehngeschwindigkeiten etwas auseinander und 
bewegen sich mit abklingendem Kriechprozeß (abnehmende Dehngeschwindigkeit) wieder aufeinander 
zu, um schließlich wieder nahezu zusammenzufallen. Die Abweichungen von den Bereichsgrenzen des 
Spannungsbildes sind dabei zu jedem Zeitpunkt recht gering. 
 
In einigen Vergleichsberechnungen wurden für die anteiligen Kriechdehnungsbilder dieselben Grenzen 
wie für das Spannungsbild verwendet. Es zeigten sich geringfügige Abweichungen insbesondere im 
Bereich der Nulldurchgänge. Da diese Bereichsgrenzen in jedem Zeitinkrement jedoch nur einmal im 
Zuge der Nachlaufrechnung zu bestimmen sind und nicht in jedem Iterationsschritt, läßt sich durch 
näherungsweises Gleichsetzen mit den Grenzen des Spannungsbildes keine signifikante Rechenzeit-
einsparung erreichen. Folglich empfiehlt es sich, diese Werte gemäß den Ausführungen in Kapitel C.3.2 
auch für jedes Zeitinkrement separat zu berechnen und mitzuführen. 
 
 
►  Betonspannung in der Verstärkungsschicht 
 
Definitionsgemäß wird für den Feinbeton der Verstärkungsschicht mit der mittleren Spannung und 
Dehnung in der Höhenlage hF gearbeitet, ohne eine weitere Unterteilung über die Schichtdicke 
vorzunehmen (vgl. Kapitel 3.1). Dieses Vorgehen legitimiert sich durch die Größenordnung der anteiligen 
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Lastabtragung in Relation zum Gesamtquerschnitt. Liegt die Spannung im Feinbeton noch unter dessen 
Zugfestigkeit, so ist hier das Materialverhalten im Kurzzeitbereich linear elastisch, und es kann für die 
gesamte Schichtdicke hv mit dem Mittelwert gerechnet werden. In diesem Falle ist der Lastabtragungs-
anteil der Verstärkungsschicht insgesamt am geringsten, da unter den in dieser Konstellation vorliegenden 
Dehnungen der Zugspannungsanteil in der Faserbewehrung vernachlässigbar klein ist. 
 
Nach Überschreiten der Zugfestigkeit des Feinbetons wird das Materialverhalten zunächst über den 
parabelförmigen Ansatz für Tension Stiffening beschrieben. Hierfür ist die Annahme der Spannung in der 
geometrischen Mitte nicht ganz exakt. Da jetzt jedoch ein Großteil der in der Verstärkungsschicht 
abzutragenden Zugkräfte bereits von der Faserbewehrung übernommen wird, reduziert sich die anteilige 
Wirkung des Feinbetons immer mehr. Damit ist die geringfügige Abweichung durch den angenommenen 
Mittelwert praktisch unerheblich. 
 
Mit zunehmender Beanspruchung wird die definierte Grenzdehnung für Tension Stiffening überschritten, 
und der Feinbeton nimmt eine noch verbleibende Resttragfähigkeit auf (vgl. Kapitel 2.1.1.2). Diese bleibt 
gemäß dem angenommenen Materialmodell konstant und ist damit oberhalb der Grenzdehnung εctμ 
unabhängig vom weiteren Dehnungsanstieg. Damit kann auch in diesem Falle mit dem Mittelwert in der 
Höhenlage hF gerechnet werden. 
 
 
►  Wahl der Zeit-Inkrementschrittweite Δt 
 
Die dem vorgestellten Berechnungsalgorithmus zugrunde liegenden zeitabhängigen Materialmodelle für 
den Beton beruhen auf der Annahme einer linearen Veränderung von Dehnung und Spannung innerhalb 
des betrachteten Inkrements und gelten damit nur für hinreichend kleine Zeitinkremente Δt. 
 
Am Beginn der Berechnung zum Ausgangszeitpunkt t0 der Lastaufbringung sind die Wirkungen des 
Kriechens dabei so stark ausgeprägt, daß bereits innerhalb eines Tages Veränderungen stattfinden, die 
auch näherungsweise nicht mehr als linear betrachtet werden können. Folglich ist hier eine stundenweise 
Berechnung unumgänglich, als kleinste Inkrementschrittweite wurde Δt = 6 Stunden verwendet. Mit 
abklingendem Kriechprozeß fallen die Veränderungen pro Zeitinkrement deutlich kleiner aus, so daß die 
Schrittweiten allmählich vergrößert werden können. In der programmtechnischen Umsetzung wurde dies 
über eine adaptive Schrittweitensteuerung realisiert Als Kriterium dienen die Bestimmungsgrößen des 
Dehnungsbildes εx+1 und sx+1 und deren Veränderung gegenüber dem zum vorausgegangenen Zeitpunkt tx 
vorliegenden Dehnungsbild in Form von εx und sx. Unterschreitet diese Veränderung einen definierten 
Grenzwert, so erfolgt eine Anpassung der Schrittweiten. In den vorgestellten Rechenbeispielen wurde der 
Grenzwert mit 1 ‰ definiert. 
 
Neben den zeitlichen Wirkungen des Kriechens und Schwindens hat auch eine Änderung der Belastung 
Einfluß auf die Berechnung im Zeitinkrement. Daher sind für Be- und Entlastungsprozesse ebenfalls 
kleine Inkrementschrittweiten zu wählen. 
 
~ ~ ~ 
 
Wie die o.a. Anmerkungen zeigen, beeinflussen zahlreiche numerische Randbedingungen den gesamten 
Berechnungsalgorithmus. Diese wurden daher bei der Umsetzung im Rechenprogramm nicht starr 
hinterlegt, sondern als „variable Stellschrauben“ vorgesehen. Nach zahlreichen vergleichenden Bei-
spielrechnungen mit unterschiedlichsten Querschnittsabmessungen, Materialparametern und Belastungen 
gelang es, den Einfluß dieser einzelnen numerischen Randbedingungen zu quantifizieren. Die empfoh-
lenen Einstellungen bilden nach Meinung des Verfassers eine gute Grundlage, um auf die beschriebene 
Weise realitätsnahe Prognosen zum Langzeitverhalten infolge Kriechen und Schwinden treffen zu können 
und dabei den Rechenzeitaufwand mit der dem praktisch tätigen Ingenieur zur Verfügung stehenden 
Rechentechnik in vernünftigen Grenzen zu halten. 
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Anhang D 
 
Zusammenstellung der Eingabedatensätze 
für die Berechnungsbeispiele 
 
 
 
Vorbemerkungen 
 
 
Auf den folgenden Seiten sind für die in Kapitel 4 vorgestellten Berechnungsbeispiele die erforderlichen 
Eingabedatensätze mit den verwendeten Querschnitts- und Materialparametern für den Betonquerschnitt, 
die Stahlbewehrung sowie für die Verstärkungsschicht mit eingelegter textiler Faserlage abgedruckt. 
 
Für den Beton des Basisquerschnittes werden die genormten Materialkenngrößen der üblicherweise 
eingesetzten Betongüten gemäß DIN 1045 bzw. Eurocode 2, Teil 1-1 (entspr. DIN EN 1992-1-1, 2004) 
zugrunde gelegt. In gleicher Weise sind die betreffenden Parameter für den Feinbeton der Verstärkungs-
schicht zusammenzustellen. Da hierfür gegenwärtig noch keine genormten Angaben existieren, werden 
die Materialeigenschaften der im Rahmen umfangreicher Versuchsdurchführungen mit textilen Beton-
bauteilen an der TU Dresden, Institut für Baustoffe, verwendeten Betone zugrundegelegt (analog dem 
Rechenbeispiel am Querschnitt, vgl. Kapitel 3.4). Auch hier wird für den Feinbeton nach Überschreiten 
der Grenzdehnung für Tension Stiffening eine Resttragfähigkeit von 20 % berücksichtigt. 
 
Zur Bereitstellung der zeitabhängigen Materialparameter für Kriechen und Schwinden werden zunächst 
unter Verwendung des Berechnungsansatzes nach [EUROCODE 2] die Grundkriechzahl Φ0 und das Grund-
schwindmaß εcs0 bestimmt. Neben den jeweiligen Querschnitts- und Materialkenndaten sind weiterhin die 
folgenden Randbedingungen unterstellt worden : 
 
• mittlere relative Luftfeuchtigkeit ca. 40 % 
• mittlere Umgebungstemperatur während des Betrachtungszeitraumes ca. 20 °C 
• wirksames Betonalter bei (Erst-)Belastungsbeginn 28 Tage 
• Zementart normal oder schnell erhärtend (Zement Klasse N) 
 
Mit diesen Angaben werden mittels Parameterabgleich die erforderlichen Feder- und Dämpferkennwerte 
für das in Kapitel 2.1.6 eingeführte Materialmodell mit einem alternden Fließdämpfer und zwei nach-
geschalteten Feder-Dämpfer-Einheiten ermittelt. Der Anteil der irreversiblen Fließverformung wird mit 
ca. 30 %, der Anteil der verzögert elastischen Verformung mit ca. 70 % angenommen. 
 
Für die Stahl- und Faserbewehrung werden deren jeweilige Querschnittsflächen und E-Moduli benötigt. 
Es wurde in allen Beispielen Betonstahl BSt 500 eingesetzt. Bei den Beispielen mit Verstärkungsschicht 
wurden als textile Bewehrungskomponenten sowohl AR-Glasfasern als auch Carbonfasern eingelegt. 
 
Alle vorgestellten Berechnungsbeispiele sind so gestaltet, daß die einwirkenden Beanspruchungen im 
üblichen Gebrauchslastbereich liegen, d.h. die maximalen Druckspannungen liegen in ihrer Größen-
ordnung in etwa bei der Hälfte der Betondruckfestigkeit (oder kleiner). Grenzzustände der Tragfähigkeit 
sind im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt. 
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zu Kapitel 4.2.2.1 ; 
Träger auf zwei Stützen mit Verstärkungsschicht 
 
-  Einfeldträger, Spannweite 10 m, Plattenbalkenquerschnitt  - 
 
 
Querschnitts- und Materialkennwerte Beton Basis- querschnitt 
Verstärkungs- 
schicht 
  Querschnittsabmessungen; Steg  b x h 
  sowie Plattenbreite x Plattendicke [mm]  
280 x 620 
600 x 180 280 x 40 
  Betongüte   C 40/50 [Feinbeton] 
  Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.)  cel [N/mm²]  35.000 28.500 
  Betondruckfestigkeit  fc [N/mm²]             - 48,00            - 76,00 
  Dehnung bei Betondruckfestigkeit  εc1 [‰]  - 2,30 - 2,80 
  Dehnung im Bruchzustand  εc2 [‰]  - 3,50 - 3,50 
  Zugehörige Parabelparameter p1 
  - Druck -   p2 
[N/mm²]  9,074 x 10
6 
4,174 x 104 
9,694 x 106 
5,429 x 104 
  Betonzugfestigkeit  fct [N/mm²]  3,50 7,00 
  Dehnung bei Betonzugfestigkeit  εct1 [‰]  0,10 0,25 
  Grenzdehnung für Tension Stiffening  εct2 [‰]  1,80 1,50 
  Zugehörige Parabelparameter q1 
  - Tension Stiffening -  q2 
    q3 
[N/mm²]  
1,211 x 106 
      - 4,360 x 103 
3,924 
4,449 x 106 
      - 1,335 x 104 
10,01 
  Resttragfähigkeit des Feinbetons  μ [abs.]  --- 0,20 
  Grundkriechzahl  Φ0 [abs.]  2,05 1,53 
  Grundschwindmaß  εcs0 [‰]              - 0,60             - 0,54 
  Parameter für den Anteil der Fließ- aF 
  Verformung    bF 
[hxN/mm²]
[1/h]  
7,20 x 108 
6,67 x 10-5 
9,60 x 108 
5,00 x 10-5 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c1 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 1 -  d1 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
6,10 x 104 
1,92 x 107 
6,10 x 104 
1,20 x 107 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c2 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 2 -  d2 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
5,40 x 104 
1,44 x 109 
6,70 x 104 
1,92 x 108 
 
 
Angaben zur Bewehrung Stahlbewehrung textile Faserlage 
  Stahlsorte bzw. Faserart BSt 500 AG-Glasfasern 
  Bewehrung in der Zugzone (unten) 8 Ø 20  =  25,13 cm² 20,00 cm² 
  Bewehrung in der Druckzone (oben) 6 Ø 12  =    6,79 cm² --- 
  Elastizitätsmodul  [N/mm²] 210.000 70.000 
  Zugfestigkeit  [N/mm²] 500 ≥ 1000 
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zu Kapitel 4.2.2.2 ; 
Plattenstreifen als Kragarm modelliert 
 
-  Kraglänge 2 m, Rechteckquerschnitt  - 
 
 
Querschnitts- und Materialkennwerte Beton Basis- querschnitt 
Verstärkungs- 
schicht 
  Querschnittsabmessungen  b x h [mm]  1000 x 200 
  Betongüte   C 30/37 
  Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.)  cel [N/mm²]  33.000 
  Betondruckfestigkeit  fc [N/mm²]             - 38,00 
  Dehnung bei Betondruckfestigkeit  εc1 [‰]  - 2,20 
  Dehnung im Bruchzustand  εc2 [‰]  - 3,50 
  Zugehörige Parabelparameter p1 
  - Druck -   p2 
[N/mm²]  7,851 x 10
6 
3,455 x 104 
  Betonzugfestigkeit  fct [N/mm²]  2,90 
  Dehnung bei Betonzugfestigkeit  εct1 [‰]  0,09 
  Grenzdehnung für Tension Stiffening  εct2 [‰]  1,80 
  Zugehörige Parabelparameter q1 
  - Tension Stiffening -  q2 
    q3 
[N/mm²]  
9,893 x 105 
      - 3,561 x 103 
3,205 
  Resttragfähigkeit des Feinbetons  μ [abs.]  --- 
  Grundkriechzahl  Φ0 [abs.]  2,66 
  Grundschwindmaß  εcs0 [‰]              - 0,64 
  Parameter für den Anteil der Fließ- aF 
  Verformung    bF 
[hxN/mm²]
[1/h]  
9,60 x 108 
4,17 x 10-5 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c1 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 1 -  d1 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
4,10 x 104 
9,60 x 106 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c2 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 2 -  d2 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
3,40 x 104 
2,40 x 108 
nicht 
vorhanden 
 
 
Angaben zur Bewehrung Stahlbewehrung textile Faserlage 
  Stahlsorte BSt 500 
  Bewehrung in der Zugzone (oben) 10 Ø 12  =  11,31 cm² 
  Bewehrung in der Druckzone (unten) --- 
  Elastizitätsmodul  [N/mm²] 210.000 
  Zugfestigkeit  [N/mm²] 500 
nicht 
vorhanden 
 
zu Kap. 4.2.2.2 ;  Plattenstreifen als Kragarm modelliert 
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zu Kapitel 4.5.1 ; 
Durchlaufträger über zwei Felder 
 
-  Zweifeldträger, l1 = 12 m, l2 = 10 m, Rechteckquerschnitt  - 
 
 
Querschnitts- und Materialkennwerte Beton Basis- querschnitt 
Verstärkungs- 
schicht 
  Querschnittsabmessungen  b x h [mm]  400 x 500 
  Betongüte   C 35/45 
  Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.)  cel [N/mm²]  34.000 
  Betondruckfestigkeit  fc [N/mm²]             - 43,00 
  Dehnung bei Betondruckfestigkeit  εc1 [‰]  - 2,25 
  Dehnung im Bruchzustand  εc2 [‰]  - 3,50 
  Zugehörige Parabelparameter p1 
  - Druck -   p2 
[N/mm²]  8,494 x 10
6 
3,822 x 104 
  Betonzugfestigkeit  fct [N/mm²]  3,20 
  Dehnung bei Betonzugfestigkeit  εct1 [‰]  0,09 
  Grenzdehnung für Tension Stiffening  εct2 [‰]  1,80 
  Zugehörige Parabelparameter q1 
  - Tension Stiffening -  q2 
    q3 
[N/mm²]  
1,100 x 106 
      - 3,959 x 103 
3,563 
  Resttragfähigkeit des Feinbetons  μ [abs.]  --- 
  Grundkriechzahl  Φ0 [abs.]  2,23 
  Grundschwindmaß  εcs0 [‰]              - 0,62 
  Parameter für den Anteil der Fließ- aF 
  Verformung    bF 
[hxN/mm²]
[1/h]  
1,20 x 109 
3,75 x 10-5 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c1 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 1 -  d1 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
4,40 x 104 
1,68 x 107 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c2 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 2 -  d2 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
4,80 x 104 
3,84 x 108 
nicht 
vorhanden 
 
 
Angaben zur Bewehrung Stahlbewehrung textile Faserlage 
  Stahlsorte BSt 500 
  Bewehrung Zugzone linkes Feld (12 m) 5 Ø 25  =  24,54 cm² 
  Bewehrung Zugzone rechtes Feld (10 m) 3 Ø 25  =  14,73 cm² 
  Bewehrung Zugzone im Stützbereich 7 Ø 25  =  34,36 cm² 
  Bewehrung Druckzone, gesamter Träger 2 Ø 20  =    6,28 cm² 
  Elastizitätsmodul  [N/mm²] 210.000 
  Zugfestigkeit  [N/mm²] 500 
nicht 
vorhanden 
 
 193
 
zu Kapitel 4.5.2 ; 
Zweigelenkrahmen mit Verstärkung des Rahmenriegels 
 
-  Rahmenbreite 16 m, Höhe 6 m, Rechteckquerschnitt  - 
 
 
Querschnitts- und Materialkennwerte Beton Basis- querschnitt 
Verstärkungs- 
schicht 
  Querschnittsabmessungen ;   Riegel : 
 b x h     Stützen : [mm]  
400 x 600 
400 x 400 
400 x 50 
--- 
  Betongüte   C 40/50 [Feinbeton] 
  Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.)  cel [N/mm²]  35.000 28.500 
  Betondruckfestigkeit  fc [N/mm²]             - 48,00            - 76,00 
  Dehnung bei Betondruckfestigkeit  εc1 [‰]  - 2,30 - 2,80 
  Dehnung im Bruchzustand  εc2 [‰]  - 3,50 - 3,50 
  Zugehörige Parabelparameter p1 
  - Druck -   p2 
[N/mm²]  9,074 x 10
6 
4,174 x 104 
9,694 x 106 
5,429 x 104 
  Betonzugfestigkeit  fct [N/mm²]  3,50 7,00 
  Dehnung bei Betonzugfestigkeit  εct1 [‰]  0,10 0,25 
  Grenzdehnung für Tension Stiffening  εct2 [‰]  1,80 1,50 
  Zugehörige Parabelparameter q1 
  - Tension Stiffening -  q2 
    q3 
[N/mm²]  
1,211 x 106 
      - 4,360 x 103 
3,924 
4,449 x 106 
      - 1,335 x 104 
10,01 
  Resttragfähigkeit des Feinbetons  μ [abs.]  --- 0,20 
  Grundkriechzahl  Φ0 [abs.]  2,00 1,53 
  Grundschwindmaß  εcs0 [‰]              - 0,60             - 0,54 
  Parameter für den Anteil der Fließ- aF 
  Verformung    bF 
[hxN/mm²]
[1/h]  
9,12 x 108 
6,25 x 10-5 
9,60 x 108 
5,00 x 10-5 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c1 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 1 -  d1 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
4,80 x 104 
1,20 x 107 
6,10 x 104 
1,20 x 107 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c2 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 2 -  d2 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
5,60 x 104 
3,84 x 108 
6,70 x 104 
1,92 x 108 
 
 
Angaben zur Bewehrung Stahlbewehrung textile Faserlage 
  Stahlsorte bzw. Faserart BSt 500 Carbonfasern 
  Rahmenriegel Feldbereich, Zugzone 8 Ø 22  =  30,41 cm² 15,00 cm² 
  Rahmenriegel Eckbereich, Zugzone 6 Ø 22  =  22,81 cm² --- 
  Rahmenriegel Druckzone (Feld- u. Eckbereich) 2 Ø 22  =    7,60 cm² --- 
  Stützen, jeweils Druck- und Zugzone 6 Ø 25  =  29,45 cm² --- 
  Elastizitätsmodul  [N/mm²] 210.000 240.000 
  Zugfestigkeit  [N/mm²] 500 ≥ 1500 
 
zu Kap. 4.5.2 ;  Zweigelenkrahmen mit Verstärkung des Rahmenriegels 
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zu Kapitel 4.5.3 ; 
Schrägstielrahmenbrücke mit Verstärkung des 
Fahrbahnträgers 
 
-  Brückenlänge gesamt 56 m, Höhe 12 m, alles Rechteckquerschnitte  - 
 
 
Querschnitts- und Materialkennwerte Beton Basis- querschnitt 
Verstärkungs- 
schicht 
  Querschnittsabmessg ;   FB-Randfelder : 
 b x h    FB-Innenfeld : 
     FB-Stützbereich : 
     Stützen : 
[mm]  
500 x 500 
500 x 600 
500 x 800 
500 x 600 
500 x 40 
500 x 40 
500 x 40 
--- 
  Betongüte   C 45/55 [Feinbeton] 
  Kurzzeit-E-Modul (Sekanten-E-Mod.)  cel [N/mm²]  36.000 28.500 
  Betondruckfestigkeit  fc [N/mm²]             - 53,00            - 76,00 
  Dehnung bei Betondruckfestigkeit  εc1 [‰]  - 2,40 - 2,80 
  Dehnung im Bruchzustand  εc2 [‰]  - 3,50 - 3,50 
  Zugehörige Parabelparameter p1 
  - Druck -   p2 
[N/mm²]  9,201 x 10
6 
4,417 x 104 
9,694 x 106 
5,429 x 104 
  Betonzugfestigkeit  fct [N/mm²]  3,80 7,00 
  Dehnung bei Betonzugfestigkeit  εct1 [‰]  0,11 0,25 
  Grenzdehnung für Tension Stiffening  εct2 [‰]  1,80 1,50 
  Zugehörige Parabelparameter q1 
  - Tension Stiffening -  q2 
    q3 
[N/mm²]  
1,324 x 106 
      - 4,765 x 103 
4,288 
4,449 x 106 
      - 1,335 x 104 
10,01 
  Resttragfähigkeit des Feinbetons  μ [abs.]  --- 0,20 
  Grundkriechzahl  Φ0 *) [abs.]  1,76 1,53 
  Grundschwindmaß  εcs0 *) [‰]              - 0,59             - 0,54 
  Parameter für den Anteil der Fließ- aF 
  Verformung    bF 
[hxN/mm²]
[1/h]  
1,20 x 109 
6,25 x 10-5 
9,60 x 108 
5,00 x 10-5 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c1 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 1 -  d1 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
5,80 x 104 
1,92 x 107 
6,10 x 104 
1,20 x 107 
  Parameter verzög.-elast. Verformung c2 
  - Feder-Dämpfer-Einheit 2 -  d2 
[N/mm²] 
[hxN/mm²]  
6,40 x 104 
2,64 x 108 
6,70 x 104 
1,92 x 108 
 
 
*)  Anmerkung zu den zeitveränderlichen Kenngrößen des Betons : 
 
Durch die unterschiedlichen Querschnittsabmessungen in den einzelnen Bereichen des Fahrbahnträgers 
und der Stützen ergeben sich dementsprechend unterschiedliche wirksame Bauteildicken. Diese führen zu 
Kriechzahlen mit einer Schwankungsbreite von ca. ± 5 % und Schwindmaßen von ca. ± 1 % um die o.a. 
Mittelwerte. Für die Berechnung ist dies unerheblich. 
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Angaben zur Bewehrung Stahlbewehrung textile Faserlage 
  Stahlsorte bzw. Faserart BSt 500 AG-Glasfasern 
  FB-Träger, Randfelder, Zugzone 7 Ø 20  =  22,00 cm² 10,00 cm² 
  FB-Träger, Innenfeld, Zugzone 6 Ø 20  =  18,85 cm² 10,00 cm² 
  FB-Träger, Stützbereich, Zugzone      14 Ø 25  =  68,72 cm² 12,00 cm² 
  FB-Träger, Druckzone (alle Bereiche) 2 Ø 20  =    6,28 cm² --- 
  Stützen, jeweils Druck- und Zugzone 6 Ø 20  =  18,85 cm² --- 
  Elastizitätsmodul  [N/mm²] 210.000 70.000 
  Zugfestigkeit  [N/mm²] 500 ≥ 1000 
 
 
 
In Ergänzung zu den geometrischen Angaben in Kapitel 4.5.3 sind die wichtigsten Knoten-Nummern 
sowie die Element-Nummern des statischen Systems in den beiden nachfolgenden Bildern dargestellt. Die 
Zwischenknoten Nr. 13, 29, 43, 59 liegen dabei an den Übergangsbereichen der Biegemomente, an diesen 
Stellen wechseln in der DREFES-Berechnung die jeweiligen Querschnittsgeometrien und Bewehrungen. 
 
 
 
 
Bild D.1   Ausgewählte Knoten-Nummern der Rahmenbrücke 
 
 
 
 
Bild D.2   Zugehörige Element-Nummern der Rahmenbrücke 
 
 
zu Kap. 4.5.3 ; Schrägstielrahmenbrücke mit Verstärkung des Fahrbahnträgers 
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Tragwerke aus Stahlbeton weisen infolge des Kriechens und Schwindens des Betons 
ein zeitveränderliches Materialverhalten auf. Die Folge sind Umlagerungen der im 
Querschnittsinneren wirkende Kräfte und im Zeitverlauf zunehmende Verformungen. 
Zur Beurteilung dieses Langzeitverhaltens sind geeignete Berechnungsmodelle erfor-
derlich, die im Planungsstadium eine zuverlässige Prognose ermöglichen. Dabei spielen 
nicht nur reine Stahlbetonkonstruktionen eine Rolle, sondern im Zuge von Ertüchti-
gungsmaßnahmen werden zur Erhöhung der Tragfähigkeit zunehmend auch textile 
Bewehrungen aus Carbon- und AR-Glasfasern eingesetzt. Durch die beanspruchungs-
gerecht aufzubringenden Bewehrungsstrukturen und einen speziellen Feinbeton können 
sehr geringe Betonschichtdicken realisiert werden. Es entsteht ein Verbundquerschnitt 
mit unterschiedlichen Betonrezepturen, gleichfalls unterschiedlichem Betonalter und mit 
mehreren verschiedenen Bewehrungskomponenten. 
 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind in einem ersten Schritt die Stoffgesetze       
für die beteiligten Materialien Beton, Stahl- und Textilfaserbewehrung zu formulieren. 
Im Mittelpunkt steht dabei das viskoelastische Verhalten des Betons, für dessen 
baumechanische Beschreibung ein geeignetes rheologisches Modell in Form einer 
Feder-Dämpfer-Kombination dargestellt und die zugehörige σ-ε-t-Beziehung hergeleitet 
wird. Ferner wird aufgezeigt, wie die erforderlichen Materialparameter kalibriert werden 
können. Die betrachteten Textilfasern werden mit linear-elastischem Verhalten in 
Rechnung gestellt. 
 
In einem zweiten Schritt werden die Materialmodelle der Einzelkomponenten nach den 
mechanischen Grundprinzipien von Gleichgewicht und Verträglichkeit und unter der 
BERNOULLIschen Annahme eines eben bleibenden Querschnittes miteinander in Beziehung 
gesetzt. Hierfür ist eine inkrementelle Vorgehensweise erforderlich, die mit dem 
Zeitpunkt der ersten Lastaufbringung beginnt und schrittweise den darauffolgenden 
Zustand berechnet. Der dritte und für viele praktische Anwendungen wichtigste Schritt 
besteht darin, die am Querschnitt hergeleiteten Beziehungen in ein finites Balken-
element zu überführen und dieses in ein FE-Programm zu implementieren. Auch das 
gelingt auf inkrementellem Wege, wobei für jedes Zeitinkrement die Spannungs- und 
Verformungszuwächse aller Elemente mit Hilfe des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens über 
die Iteration des Gleichgewichtszustandes am gesamten System bestimmt werden. 
Hierzu werden einige Beispiele vorgestellt, und es werden die Auswirkungen des 
Kriechens und Schwindens mit den sich daraus ergebenden Folgen für das jeweilige 
Tragwerk erläutert. Ferner wird gezeigt, wie textilbewehrte Verstärkungsmaßnahmen 
gezielt eingesetzt werden können, um das Trag- und Verformungsverhalten beste-
hender Bauwerke unter Beachtung des zeitveränderlichen Materialverhaltens kontrolliert 
und bedarfsgerecht zu beeinflussen. 
 
